Fibrados canónicos e ideales jacobianos sobre esquemas aritméticos by Bravo Zarza, Ana
Fibrados canónicos 
e 
ideales jacobianos 
sobre esquemas aritméticos 
SC 
C 
\ 6 6 3  
Tesffi doctoral presentada por 
Ana Bravo Zana 
y dirigida por 
Orlando E. Villamayor UNII.ERSIDAG AUTOIIOML I I ; G R ~ D  
R. B. C 6F.7*5 
R E G I S T R ~  G E N E R A L  
Departamento de MatemAticas 
Facultad de Ciennas 
Universidad Autónoma de Madrid 
A mi. familia y a Jesús 
Agradecimientos.  
Quisiera comenzar expresando mi más sincero agradecimiento a Orlando 
Villamayor. Para mi ha sido placer y un privilegio trabajar bajo su dirección; 
a parte de su talla investigadora, he de destacar aquí su inmensa valía w m o  
ser humano, sus consejos, su paciencia y su comprensión. 
A mis padres les debo el haberme enseñado a luchar por aquellas cosas 
que merecen la pena en la vida. También les agradezw el enorme esfuerzo 
que siempre han hecho para poder ofrecernos lo mejor, tanto a mí como a 
mis hermamos. 
A mi hermana Chary le doy las gracias por tantas cosas ... ; pero muy 
especialmente por una: ella me convenció para enrolarme en la aventura del 
doctorado, y me ayudó a iniciarla. 
A mi hermano Antonio, por sus ánimos y sus 'buenas suertes", y el haber 
sido diirante muchos años mi mejor compañero de estudios. 
A Sole, Jesús, Julián y Belén, por ser tan buenos amigos. 
Al Departamento de Matemáticas de la U.A.M., por los medios y opor- 
tunidades que me ha ofrecido para llevar esta tesis a buen término. Y de 
forma muy señalada al lector, Adolfo Quirós, por haber leido tanto y w n  
tanto cuidado, por sus comentarios, sugerencias y correcciones. También 
agradezco a los compañeros del departamento su amistad durante esta etapa 
de mi vida. 
Y a Jesús, mi marido, por cada día ... 
A todos, muchz'simas gracias. 
Índice 
O Introducción 1 
. . . 0.1 Fibrados canónicos e ideales jacobianos. . . . . . . . . . . . . . iii 
0.2 Ideales jacobianos y desingularización inmersa. . . . . . . . . . vi 
0.3 Fibrados canónicos en el contexto aritmético. . . . . . . . . . . xii 
. . 0.4 Descripción del contenido de la tesis. . . . . . . . . . . . . . . xvii 
0.4.1 Capítulo 2. Morfismos casi-lisos. . . . . . . . . . . . . . xvii 
0.4.2 Capítulo 3. Superficies regulares inmersas. . . . . . . . xxvi 
0.4.3 Capítulo 4 .  Exponentes idealísticos y superficies arit- 
, . . . . 
meticas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxxiii 
1 Prel iminares  1 
1.1 Módulos de diferenciales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 
. 1.2 Algebras de diferenciales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 
1.3 Los ideales de Fitting de un módulo . . . . . . . . . . . . . . . 12 
1.4 Anillos locales completos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 
1.5 Anillos excelentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 
1.6 Conjuntos construibles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 
2 Morfismos casi-lisos. 20 
2.1 Introducción y notación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 
2.2 Módulo de Diferenciales con Polos Loga- rítmicos. . . . . . . . 24 
2.3  Morfismos casi-lisos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 
2.4 Cambios de base étale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 
2.5 Fibrados tangentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 
2.6 Morfisnios casi-lisos y explosiones. . . . . . . . . . . . . . . . . 40 
2.7 El Ideal Jacobiano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 
2.S Casi-lisitud para subesquemas inmersos. . . . . . . . . . . . . 70 
2.9 Inclusión de centros permisibles y estabilidad por explosiones . S1 
2.10 Permisibilidad para curvas verticales . . . . . . . . . . . . . . .  93 
3 Superf icies  regulares  inmersas . 104 
3.1 '~ntroducción y notación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  104 
3.2 Perrnisibilidad geométrica para superficies . . . . . . . . . . . .  107 
3.3 El ideal jacobiano de superficies geométricamente permisibles . 116 
3.4 Explosiones en curvas permisibles . . . . . . . . . . . . . . . . .  122 
3.5 La función Fs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  130 
3.6 Demostración del Teorema 3.1.2. . . . . . . . . . . . . . . . . .  1.18 
4 E x p o n e n t e s  idealísticos y superficies a r i tmé t i cas  . . 160 
4.1 Introducción y notación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  160 
4.2 Reducción al caso de superficies genéricamente lisas . . . . . . .  168 
4 ..3 El Ideal de Coeficientes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  175 
4 El Índice asociado al Ideal de Coeficientes . . . . . . . . . . . .  187 
4.5 La Parte Inicial del Ideal de Coeficientes . . . . . . . . . . . . .  194 
4.6 Las componentes de altura 1 del Ideal de Coeficientes . . . . . .  200 
4.7 Demostración del Teorema 4.1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . .  206 
5 Í n d i c e  de términos . 225 
6 Bibl iografía  . 227 
Introducción. 
0.1 Fibrados canónicos e ideales jacobianos. 
La regularidad y la lisitud son conceptos equivalentes al tratar con variedades 
sobre cuerpos perfectos. En efecto, sea W una variedad de dimensión n 
sobre un cuerpo perfecto K. En este caso las siguientes condiciones son .. . 
equivalentes: 
i. Para cada punto cerrado x E W el anillo Ow,, es regular. 
ii. El morfismo 
W + Spec(K) 
es un morfismo liso. 
iii. El haz de Ow-módulos O L I K  es localmente libre de rango n. 
Si W es una variedad lisa sobre un cuerpo perfecto, entonces el haz d e  
módulos de diferenciales es localmente libre. Por lo tanto si 1Y es una 
variedad lisa, entonces es regular y además podemos asociarle un fibrado 
canónico inducido por el haz de módulos localmente libre. 
Sea ahora Z c W un subesquema cerrado irreducible de codimensión t. 
Entonces existe una sucesión exacta (la segunda sucesión exacta fuiidamen- 
tal), 
1(Z)/Z(Z)2 5 OLIK @o, Oz + Q i l ,  -+ 0 (0.1) 
que relaciona el haz de diferenciales sobre W con el haz de diferenciales sobre 
2. Si W es liso sobre K entonces el Oz-módulo 
es localmente libre de rango n, y Z es liso sobre K (¡.e. regular) si y sólo si 
O;,, es un Oz-módulo localmente libre de rango n - t .  
Utilizando la derivación d podemos definir el Ideal Jawbiano de Z, Az, 
como el haz de Ideales de Fitting de orden t asociados a la imagen de d en 
la sucesión exacta fundamental (0.1). 
El ideal jacobiano Az tiene una doble lectura: 
i. Ilustra la obstrucción existente para que el morfismo restringido 
sea liso. 
. . 11. Permite describir el conjunto de puntos en los que Z no es regular, ya 
que 
Sing(Z) = V(Az). 
De todo este desarrollo podemos extraer la siguiente wnclusión: 
Si W es un esquema liso sobre un cuerpo perfecto entonces 
podemos asociarle un fibmdo canónico, inducido por el haz de 
módulos de diferenciales. Este fibmdo es de fundamental im- 
portancia a la hom de describir el lugar singular de cualquier 
subesquema cerrado Z C W .  
Pasemos ahora al contexto aritmético. Sea Y un esquema de Dedekind. 
Por ejemplo 1' = Spec(Z) o Y = Spec.(V), donde V es el anillo de enteros 
en un cuerpo de números. Sea W un esquema íntegro, de dimensión n, y 
un morfismo separado y de tipo finito sobre Y. Al igual que sucede en el caso 
de variedades, si W es un esquema liso sobre Y entonces es posible asociarle 
un fibrado canónico inducido por el haz de diferenciales relativo. 
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Sea Z C W un subesquema cerrado de codimensión t. La sucesión exacta: 
permite relacionar el haz de diferenciales de W w n  el de Z. Puesto que W 
es liso sobre Y, el Oz-módulo 
Rh/Y @ow Oz 
es localmente libre de rango n - 1, y Z será liso sobre Y si y sólo si RilY es 
un Oz-módulo localmente libre de rango n - t - 1. 
Como en el caso de variedades sobre cuerpos perfectos, la derivación d nos 
permite definir el Ideal Jacobiano Az de Z,  wmo el haz de Ideales de Fitting 
de orden t asociados a la imagen de d en la sucesión exacta fundamental (0.2). 
De este modo, el ideal jacobiano Az detecta el conjunto de puntos para 7.'. 
los que el morfismo restringido 
no es liso. El cerrado V(Az) contiene al lugar singular de Z, y en general 
esta inclusión es estricta. 
Ejemplo 0.1.1 
Sean W = Spec(Z?[x]), Y = Spec(Z), y 
el morfismo inducido por la inclusión natural 
W es claramente un esquema liso sobre Y. Sea Z c W la curva correspon- 
diente al ideal 
Z(Z) =< p - x2 >, 
donde p E Z? es un primo. Si z E Z es el punto cerrado correspondiente al 
ideal maximal < p, x > y si p # 2 entonces 
A , ,  =< x > mod I ( Z ) ,  # Oz,,. 
Sin embargo, Z es un esquema regular en el punto 2. 
Esta patología tiene una explicación: sobre el punto cerrado y E Y w- 
rrespondiente al ideal maximal < p > la fibra del morfismo restringido 
n lz: Z 4 Y, 
no es lisa. En efecto, si F, = Z/ < p >, entonces la fibra de n I z  sobre el 
punto y viene dada por el morfismo: 
que no es liso. 
En este contexto podemos conluir que: 
S i  W es u n  esquema liso sobre un esquema de Dedekind Y ,  le 
podemos asociar de manem canónica un fibmdo. Sin embargo el 
papel de este fibmdo en el contezto de los esquemas aritméticos 
no es compamble con el que juega en el caso de variedades lisas 
sobre cuerpos perfectos. Si  Z c W es un  subesquema cerrado, 
el ideal jacobiano de Z determina, en geneml, un  cerrado más 
grande que el lugar singular de Z .  
Lo que s i  sucede es que pam cada punto cermdo y E Y ,  la 
restricción del jacobiano de Z a la fibra sobre y ,  AZ 1,-i(,), es 
el jacobiano de la restricción de Z a ?F-'(~). Por lo tanto Az 
describe el lugar singular de las fibras del morfismo a I Z .  
0.2 Ideales jacobianos y desingularización in- 
mersa. 
Resolución d e  singularidades. 
Sea X un esquema irreducible. Definimos el subconjunto de X 
Xreg = {x E X : Ox,= es regular }, 
y su complementario, el lugar singular de X,  como 
Sing(X) = X - Xreg. 
Una desingularización de X es un morfismo propio y birracional, 
e : X 1 + X  
tal que: 
El rnorfismo inducido, 
e : e-' (xreg) --t Xreg 
es un isomorfismo y 
X1 es un esquema regular. 
Si X es una variedad algebraica sobre un cuerpo de característica cero, 
entonces existe una desingularización de A' (cf.[Hil]). En este caso, se prueba 
la existencia de una secuencia finita de explosiones, 
con centros regulares K C Sing(X,), ( Xi denota el transformado estricto de 
Xi-l), de modo que XN es regular (¡.e. Sing(X,v) = 0). 
Se pueden obtener desingularizaciones utilizando otras estrategk.. Por 
ejemplo, si X es un esquema excelente de dimensión 2 en [Li] o [Ab] se prueba 
que se puede obtener una desingularización de X explotando en puntos y 
normalizando, de manera reiterada. 
Resolución Inrnersa d e  Singularidades. 
Sea K un cuerpo ~erfecto y W --+ Spec(K) un morfismo liso. Si ahora 
consideramos la explosión de W en un centro regular 
e : Wl + W, 
entonces W,  es un esquema regular y por tanto liso sobre K. 
Podemos enunciar esta propiedad del siguiente modo: 
... 
~ 1 1 1  INTRODUCCIÓN 
La explosión de un esquema liso sobre un cuerpo perfecto K en 
un centro liso, es de nuevo un esquema liso sobre K, y por tanto 
la clase de los esquemas lisos sobre K es cerrada por ezplosiones 
en centros lisos. 
Recordemos que un conjunto de subesquemas cerrados {Hl, . . . , H , }  C 
W tiene cmzamientos n o n a l e s  si para todo punto cerrado x E W, existe 
un sistema regular de parámetros, {x l , .  . . , x,) c O W , ~ ,  tal que para todo 
i E {l,. .. , r }  con x E Hi, existen subíndices i l , .  . . ,ik E { l , .  .. ,n}  tales que 
Si W d Spec(K) es una variedad lisa de dimensión n sobre un cuerpo 
perfecto K, podemos asociarle un fibrado tangente, definido a partir del haz 
de diferenciales relativo OhK. Este fibrado es un poderoso instrumento, que 
permite: 
Determinar el lugar singular de un subesquema cerrado Z C W. 
Determinar el tipo de centro de explosión por el que se preserva la 
noción de lisitud. 
En este marco, suele proponerse la siguiente noción de desingularización 
inmersa para esquemas sobre cuerpos perfectos: 
Sea W -4 Spec(K) un esquema liso sobre un cuerpo perfecto K, y X C 
W un subesquema cerrado e irreducible. Una desingularización inmersa de 
X es un morfismo propio y birracional, 
de modo que: 
Wl es liso sobre el cuerpo K. 
El morfismo inducido 
e : e-' (xreg) -t Xreg 
es un isomorfismo. 
El conjunto e-'(Sing(X)) es una unión de hipersuperficies con cruza- 
mientas normales en Wl. 
e X1 es regular, y tiene cruzamientos normales con e-'(Sing(X)). 
De este modo, una resolución inmersa de singularidades podría alcanzarse, 
por ejemplo, con una secuencia finita de explosiones, 
con centros x, de modo tal que: 
e Para i = O , .  . . , N  - 1, K es regular, e K c e;' o . .  . o e;' (Sing(X)). 
e WN es liso, (¡.e. regular). 
e XN es liso sobre K, (¡.e. regular). 
e Si E,' denota el divisor excepcional correpondiente a la explosión con 
centro x - l ,  y E; denota el transformado estricto del mismo en WN, 
entonces el conjunto 
{ E ~ , . . . , E N , X N )  
es un conjunto de subesquemas cerrados con cruzamientos normales. . 
En [Hil] se demuestra la existencia de una resolución inmersa de singu- ,J 
laridades, cuando la característica del cuerpo base K es cero, y en [Vl], se 
presenta un algoritmo teórico que permite una construcción explícita de los 
centros x. 
Quisieramos subrayar, una vez más, que si W es una variedad lisa sobre 
un ciierpo perfecto y Z C W es un subesquema cerrado, el jacobiano de 
Z nos permite encontrar ecuaciones que describen el lugar singular de Z, a 
partir de las ecuaciones que definen la subvariedad. En este contexto el ideal 
jawbiano es naturalmente el ideal asociado al lugar singular de Z. En esta 
línea se describen los algoritmos teóricos de desingularización en los que las 
ecuaciones que definen los centros Y ,  se determinan a partir de las ecuaciones 
que definen la subvariedad. 
El contexto aritmético. 
Sea Y un esquema de Dedekind de característica cero, y sea 
un esquema sobre Y. 
Tal y como ya hemos indicado, existe una desingularización de X si X es 
un esquema excelente y su dimensión de X es menor o igual que 2 (cf. [Li], 
[Ab]). Sin embargo, esta desingularización no es inmersa. 
Nos preguntamos si existe una desingularización inmersa de X tal como la 
hemos definido para subesquemas inmersos en esquemas lisos sobre cuerpos 
perfectos. Esto es, sea W -, Y un morfismo separado de tipo finito, y liso 
sobre un esquema de Dedekind Y, y sea X c W un subesquema cerrado e 
irreducible. Si definimos una secuencia de explosiones en centros regulares 
para desingularizar X, la regularidad del medio ambiente se conserva, pero 
no así la lisitud. 
Las nociones de lisitud y regularidad no son equivalentes como en el caso de 
!os cuerpos perfectos. Consideremos el siguiente ejemplo: 
Ejemplo 0.2.1 
Sea W = Spec(Z[x]), sea Y = Spec(Z), y sea 
el morfismo natural inducido por la inclusión Z -4 Z[x]. Claramente, 
n : W + Y es un morfismo liso sobre Y. 
Consideremos el punto cerrado Z = V(< x,p  >), donde p E Z es un 
primo, y sea 
e : W , - + W  
la explosión con centro Z. 
Analizando, por ejemplo, la carta 
observamos que en Spec(S), el módulo de diferenciales 0' está generado 
a/Z 
por los elementos 
{dx,dtl, 
vinciilados por la relación 
tdx + xdt = 0. 
En consecuencia, resulta que 0' es un S-módulo libre de rango 1 en 
~ I Z  
todos los puntos cerrados de Spec(S), salvo en el punto V(< x, t >), donde 
el rango es 2. Sea q E Y el punto cerrado correspondiente a1 ideal maximal 
< p >. Obsérvese que la fibra del morfismo x sobre el punto q (formada por 
la unión de dos curvas con cruzamientos normales) no es lisa sobre q. 
Hemos comprobado, con un sencillo ejemplo, que la noción de lisitud 
sobre Z no se preserva por explosiones en centros regulares. 
,:J. 
:' Si un esquema es liso sobre un esquema regular, entonces es regular, pero 
la afirmación recíproca no es válida. 
Cabe destacar que mientras la regularidad es un concepto intrínseco al 
esquema, la lisiti~d, en cambio, es un concepto relativo. El ejemplo 0.2.1 
ilustra que que en este contexto la lisitud no es estable por explosiones en 
centros regulares. De hecho, este ejemplo se puede generalizar al caso en que 
Y es cualquier dominio de Dedekind. 
Podemos concluir por tanto que la clase de los esquemas lisos sobre un 
esquema de Dedekind Y no es ccrrada por explosiones en centros regulares. 
En particular este hecho nos induce a pensar que una desingularización inm- 
ersa para esquemas aritméticos quizá deba plantearse en términos diferentes 
de los que se aplican en el caso de variedades sobre cuerpos perfectos. 
Por analogía con el caso de variedades lisas sobre cuerpos perfectos quisiéra- 
mos obtener: 
Una clase de esquemas que sea cerrada por explosiones en centros con- 
venientemente escogidos. 
Una clase de esquemas sobre los que se pueda introducir una noción de 
ideal jacobiano en analogía con el caso de variedades sobre cuerpos. 
xii INTRODUCCIÓN 
Recordemos el papel que juega el ideal jacobiano en el contexto de 
variedades lisas sobre cuerpos de característica 0: 
- Permite describir el lugar singular de cualquier subesquema in- 
merso. 
- Permite construir de manera explícita los centros de explosión. 
Una clase de centros de explosión suficientemente amplia, que desde 
luego debe incluir a los puntos cerrados. 
Resumen. 
La exposición llevada a cabo hasta el momento se puede resumir del siguiente 
modo: 
Si W es una variedad lisa sobre un cuerpo perfecto (y por tanto regu- 
lar) podemos asociale un fibrado canónico. Sin embargo, si W es un 
esquerna regular sobre un dominio de Dedekind, en principio no es obvio 
que haya un modo canónico de asociarle a W un fibrado que no sea el 
que trivialmente induce el haz estructural. 
Si A' c W es un subesquema inmerso en un medio ambiente liso sobre 
un esquema de Dedekind Y, el subesquema cerrado determinado por 
el ideal jacohiano de A' no se corresponde, en general, con su lugar 
singular. A diferencia de lo que sucede en el caso de variedades sobre 
cuerpos perfectos, no conocemos el modo de describir el lugar singular 
a partir de las eciiaciones que definen a Y. 
La clase de los esquemas lisos sobre esquemas de Dedekind no es cerrada 
por explosiones en centros regulares. 
0.3 Fibrados caiióiiicos en el coiitexto arit- 
mético. 
Sea Y un esquema de Dedekind de característica O. Durante el desarrollo de 
esta memoria siempre siipondremos que Y = Spec(Z) o Y = Spec(V), donde 
V es el anillo de enteros en un cuerpo de números. Queremos definir una 
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clase de esquemas sobre Y a los que podamos asociar un fibrado canónico, 
en el mismo sentido que se hace cuando tratamos con variedades lisas sobre 
cuerpos. 
Con este propósito, se introdujo en [V3] la noción de morfismo casi-liso. 
Esta noción permite desarrollar una teoría de modo que: 
i. Todo esquema liso es casi-liso. 
ii. Todo esquema casi-liso está provisto de un fibrado canónico. 
iii. La clase de esquemas casi-lisos es cerrada por explosiones en centros 
convenientemente escogidos. Estos centros recibirán el nombre de cen- 
tros permisibles e incluirán a los puntios cerrados. 
La idea subyacente es la siguiente: 
'i, 
Supongamos que W es un esquema íntegro y regular de dimensión n. Sea 
n : W -+ Y un morfismo separado, plano y de tipo finito. Consideremos el 
cuerpo de cocientes 3 de Y ,  y sea 
el morfismo inducido. Como W es un esquema regular, WF también lo es, 
y puesto que la característica de 3 es cero, WF es liso sobre 3.. En otras 
palabras, el haz de módulos de diferenciales relativo ObF,F es localmente 
libre de rango n - 1,  por lo que induce un fibrado tangente de rango n - 1 
sobre WF. 
Existe, por tant,o, un abierto no vacío U C Y tal que el morfismo res- 
tringido 
7r" : n- I (u )  4 u 
es liso. En particiilar, sobre cada punto cerrado y E U la fibra del morfismo 
es una hipersuperficie regular. 
Sea F = Y - U. Obsérvese que F es un conjunto finito de puntos. Lo 
que haremos a continiiación, es imponer una condición geométrica a las fibras 
sobre los puntos de F. Para cada punto cerrado Q E F, pediremos que la fibra 
n-'(Q) sea una unión finita de hipersuperficies regulares con cruzamientos 
normales. En estas condiciones definimos el haz de diferenciales con polos 
logarí/micos a lo largo de las fibras del morfismo n : W + Y .  Diremos que 
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n : W + Y es un morfismo casi-liso si este haz es localmente libre de rango 
n - l. 
Observaremos que en estas condiciones: 
El dual del haz de módulos de diferenciales con polos induce campos 
vectoriales tangentes a cada una de las componentes de las fibras del 
morfismo T. 
e El haz de módulos de diferenciales con polos permite asociar de manera 
canónica un fibrado a cada esquema casi-liso. 
Los módulos de  diferenciales con polos se relacionan por primera vez con 
el estudio de las singularidades en los trabajos de Giraud ([Gi4] y [Gi5]). En 
ellos se estudian las singularidades de esquemas de dimensión 2 sobre cuerpos 
de característica positiva. Estudios similares, pero en dimenión 3, aparecen 
en [Cs]. 
Otro contexto en el que aparecen los módulos de diferenciales con po- 
los vinculados a las singularidades es en el estudio de  las singularidades de 
campos vectoriales de dimensión 2 y 3, [Cal] y [Ca2]. 
La noción de morfismo casi-liso aparece vinculada a la resolución de sin- 
gularidades de familias de esquemas en [V4] y [En]. 
Ilustraremos la definición de morfismo casi-liso con algunos ejemplos: 
Ejemplo 0.3.1 
Sean W = Spec(Z[x]), Y = Spec(Z), y el morfismo natural 
Este morfismo es liso, en particular es casi-liso. La fibra sobre cada punto 
cerrado p E Y, viene dada por el espectro de un anillo de polinomios con 
coeficientes en un cuerpo perfecto de característica p: 
El módulo de diferenciales 0' Zlzl/Z está generado globamente por el elemento 
{dx}, y su dual por {&). 
Como Z(H) es el ideal generado por p en Z[x]  y 
se observa que 
y por lo tanto el haz de derivaciones (nblZllB)' induce un campo tangente 
a H. En otras palabras, 2 induce en IFp[x]. 
Ejemplo 0.3.2 
Sea W = Spec(Z[x, y]/ < p - xy >), donde p E Z es un primo. Sea Y = 
Spec(B), y consideremos el morfismo natural -, 
El módulo de diferenciales C¿hlY está generado por los elementos {dx,dy}, 
vinculados por la relación: 
ydx + xdy = 0. 
Por lo tanto, este morfismo es liso en todos los puntos de W salvo en el punto 
L ,  
correspondiente al ideal maximal < x, y >. 
Sobre los puntos cerrados de Y diferentes del punto correspondiente al 
ideal primo < p >, las fibras del morfismo son curvas regulares sobre cuerpos 
perfectos. 
A continuación, describimos la fibra sobre el punto correspondiente al 
ideal maximal < p >: 
T - ' ( ~ )  = Spec (IFp[x, Y]/ < xy >) . 
En consecuencia., la fibra sobre p, esta formada por dos curvas regulares con 
cruza.mientos normales. 
A lo largo de la fibra sobre p, el módulo de diferenciales con polos está 
generado por los elementos 
[".. il. 
vinculados por la relación: 
dx dy 
- + - = o .  
" Y 
Esta relación nos permite concluir que el módulo de diferenciales con polos 
es localmente libre de rango 1. 
En este caso, el módulo dual w(a)* está generado por el elemento {x&}, 
que se anula. a lo largo d e  las dos componentes de la fibra sobre p, por lo que 
induce campos tangentes a cada una de las componentes de la fibra. 
Sea ?r : W 4 Y un morfismo casi-liso, y sea Z c W un subesquema 
cerrado y plano sobre Y. Se puede definir una sucesión exacta, en analogía 
con la segunda sucesión exacta fundamental (0.1), y una derivación: 
que nos permiten construir un ideal jacohiano Az asociado a Z ([V3, 5.41). 
La condición 
Az = Oz, 
garantiza que el subesquema Z tiene cruzamientos normales, simultáneamen- 
te, con todas las componentes de cada una de las fibras del morfismo. Además, 
al igual que en el caso de esquemas lisos sobre cuerpos perfectos, esta misma 
condición también nos garantiza que el morfismo restringido 
a lz: Z --+ Y 
es casi-liso. Más aún, si 
e : WI -+ W 
es la explosión con centro Z, entonces Wl es un esquema casi-liso sohre Y, 
[V3, Teoremas 3 . 9 , ~  4.31. En este caso diremos que Z es un centro permisible 
para a : W + Y .  
De este modo, y por analogía con el caso de variedades lisas sobre cuerpos 
perfectos, nos podríamos plantear una resohrción inmersa: 
Definición 0.3.3 Sea a : W -4 Y un morfismo casi-liso, y A' C W un 
subesquema cerrado IJ plano sobre Y. Una resolución inmersa de A' es una 
secuencia de explosiones 
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en centms "permisibles" incluidos en V(Ax,),(Xi el transformado estricto 
de de modo que 
AxN = OxNI 
i.e. XN es casi-liso sobre Y .  
Si Z C W es un subesquema de dimensión 1, irreducible y plano, ent,onces 
existe una resolución inmersa de Z en el sentido,que acabamos de definir, 
([V3, Proposición 4.51). 
En resumen, la noción de morfismo casi-liso es un instrumento que nos 
permite definir un fibrado vectorial que, en el contexto aritmético, juega un 
papel análogo al inducido por el haz de diferenciales relativo en el caso de 
varedades lisas sobre cuerpos perfectos. El objeto de buena parte de esta 
memoria será el estudio de este tipo de fibrados,.,.con particular inter,és en el 
caco de esquemas aritméticos de dimensión 2. 
En este sentido mencionamos que casi todos los invariantes introducidos 
en esta memoria, junto con los resultados desarrollados en el Capítulo,$, están 
motivados por una posible consecución de una desingularización inmersa de 
superficies en el caso aritmético. 
2%. 
0.4 Descripción del contenido de la tesis. 
Estriicturarnos esta memoria en cuatro capítulos. En el primero de ellos 
exponemos algunas definiciones y resultados preliminares que serán de utli- 
dad más adelante. Exponemos a continuación el contenido de los capítulos 
restantes. 
0.4.1 Capítulo 2. Morfisinos casi-lisos. 
Dedicamos esta primera parte de la tesis al estudio de las propiedades de 
los morfismo casi-lisos. Fundamentalmente nos centraremos en los siguientes 
puntos: 
e Presentación de los objetos con los que vamos a trabajar: ciertos es- 
qi1ema.s regulares que llamaremos esquemas casi-lisos. 
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Presentación de una clase de morfismos propios a definir entre los ob- 
jetos mencionados. Esos morfismos propios se definen como una com- 
posición de ciertas transformaciones monoidales. Concretamente pre- 
sentamos una clase de centros de modo que la explosión de un esquema 
casi-liso en uno de estos centros vuelve a tener estructura de morfismo 
casi-liso. 
Parte del trabajo que llevamos a cabo en este capítulo está dedicado a 
ampliar la clase de centros permisibles tal como se introdujo en [V3]. Este 
hecho nos permitirá el desarrollo de los capítulos posteriores. 
Los objetos. 
Sea Y un esquema de Dedekind de característica 0. En nuestro contexto 
consideraremos el caso en que Y = Spec(V) donde V es el anillo de enteros 
en un cuerpo de números. Denotaremos por 3 al cuerpo de cocientes de V. 
Sea W un esquema regular e íntegro de dimensión d,  y sea a : W -t Y 
un morfismo separado, plano y de tipo finito sobre Y. Como W es regular 
existe un abierto no vacío, U C Y, de modo tal que el morfismo restringido: 
a 1": a-'(U) 4 U 
es liso. En particiilar para cada punto cerrado q E U C Y la fibra del 
morfismo: 
w, = w X Y  {91  
es una hipersuperficie regular. 
En este marco, pedimos: 
Primero una condición geométrica: 
Que las fibros sobit los puntos de F = Y - U  sean tina unión 
finita de hipersuperficies regnlares con cmzamientos normales; 
denotaremos a este conjunto de hipersuperficies por E .  
Y a continuación una condición algebraica: 
Definimos 'el haz de módulos de diferenciales con polos" a 
lo largo de la fibmción inducida por el morfismo; exigimos que 
este haz sea localmente libre de mngo d - 1, y lo denotaremos por 
W E ) ,  4 x 1 ,  o por 4 E ) .  
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Los morfismos. 
Una vez que hemos introducido la clase de los esquemas casi-lisos nos 
proponemos asociar a esta clase de esquemas una clase de morfismos birra- 
cionales y propios. 
Consideremos x : W --+ Y un morfismo casi-liso. Sea e : Wl + W la 
explosión de W en un centro regular Z C W, y sea xl = ?r o e. Puesto que 
W y Z son regulares, el nuevo esquema Wl también es regular. Nos interesa 
responder a 1a.s siguientes preguntas: 
¿Es posible definir un fibmdo canónico sobre W, a partir del 
que ya tiene asociado W por ser un  esquema casi-liso? En tal 
caso, ¿qué con.diciones debe verificar el centro Z para que Wl sea A; 
esquema casi-liso sobre Y ?  ' 
Para responder a estas preguntas volvamos a nuestro punto de partida, 
cuando introducíamos la noción de morfismo casi-liso. Para que W, sea 
casi-liso sobre Y se debe verificar: 
i. Una condición geométrica: ¡.e. las fibras del morfismo 
deben ser hipersuperficies regulares con cruzamientos normales. Esta 
condición se consigue exigiendo que el centho de explosión Z tenga 
cruzamientos normales con las fibras del morfismo x. Diremos que iin 
centro es geométn'camente permisible si es irreducible y tiene cruza- 
mientos normales con todas las fibras del morfismo simiiltáneamente. 
ii. Una condición algebraica: La condición geométrica sobre el centro Z 
en general no es suficiente para garantizar que el morfismo x1 : Wl -4 
Y sea casi-liso (véase [V3, Ejemplo 3.101). Por este motivo pedimos 
además una. condición algebraica. Esta condición se describe en 2.6.8 y 
en principio depende de la presentación local de Z en cada uno de sus 
puntos cerrados. 
Los subesqiiemas cerrados de W que verifiquen las condiciones descritas en 
(i)  y ( i i )  recibirán el nombre de centros permisibles (Definición 2.6.8). 
Diremos que un centro permisible Z C W es horizontal si el morfismo 
restringido 
7r l z :  z + Y 
es plano sobre Y. En caso contrario diremos que Z es vertical. 
Probaremos el sigiiiente teorema: 
Teorema 2.6.10 Sea x : W --+ Y un morfismo casi-liso, y sea Z C W un 
centro permisible. Consideremos la ezplosión: 
con centro 2.  Entonces Wl es casi-liso sobre Y 
Resumen. 
Hemos definido: 
Una clase de objetos: los esquemas casi-lisos sobre un esquema de 
Dedekind Y. 
Una clase de morfismos birracionales entre esquemas casi-lisos: las 
transformaciones monoidales en centros permisibles. 
Uno de los resiiltados principales de este capítulo consistirá en dar una 
caracterización de los centros permisibles utilizando ideales jacobianos. 
Describimos, a continuación, una clase muy part.iciilar de centros, los 
centros combinatorios: 
Definición 2.6.11 Sea x : W + Y un morfismo casi-liso. Para cada punto 
cerrado y E Y sea 
-1 7r (y) = E, = {H,Y,. . . ,li;(y)}. 
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Diremos que Z c W es un centm combinatorio si es un subesquema irre- 
ducible y existe un punto cerrado y E Y tal que 
Comprobaremos qiie si Z C W es un centro combinatorio entonces: 
i. Z es un centro vertical geométricamente permisible. 
ii. Z es un centro permisible. 
(véase la Observación 2.6.12). 
Ideales Jacobianos. 
Sean W iin esquema regular de dimensión d ,  a : W + Y iin morfismo 
casi-liso y Z c W un subesquema de codimensión t .  Por analogía con la 
segunda sucesión exacta fundamental para módulos de diferenciales, se puede 
definir una. silcesión exacta y una derivación d: 
donde C es el conúcleo de la sucesión exacta ((V3, $4.21). 
Puesto que W es un esquema casi-liso, el haz de C3z-módulos 
es localmente libre de rango d - 1, y la sucesión exacta (0.4) nos permite 
definir los ideales de Fitting asociados al conUcleo C. En este sentido se 
define en [V3, $41 el ideal jacobiano asociado a un subesqiiema Z C 14' plano 
sobre Y. 
En este capítiilo introducimos la noción de ideal jacobiano tanto para 
subesqiiemas horizontales como verticales. Esta noción nos permitirá carac- 
terizar a los cent,ros permisibles en analogía con el caso de variedades lisas 
sobre cuerpos perfectos. 
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Sea Z C W un subesqiiema vertical e irrediicible. Entonces a ( Z )  = y, 
donde y es iin punto cerrado en Y. Como a : W -, Y es un morfismo 
casi-liso, la fibra sobre el punto y se describe como una unión finita de hiper- 
superficies regulares con cruzamientos normales: 
-1 a (y) = Ev = { I l l , .  . . , H,,}. 
Sea 
lz  = n{H, E E,: Z c H , } .  
Nótese que puesto qiie Z es vertical, l z  2 1. En el caso de que Z sea 
horizontal t,iene sentido definir l z  asignándole el valor O. 
Definición 2.7.5 Sea a : W 4 Y un morfismo casi-liso, y sea Z C W un 
subesquemn imducible de codimensión t .  Definimos el Ideal Jacobiano de Z 
como el haz de ideales de Fitting generado localmente por todos los menores 
de orden ( t  - l z )  x ( t  - l z )  de Im(d) C w ( a )  O z  en la sucesión exacta 
(0.4), y lo denotaremos por Az. 
En [V3, Teorema 4.31 se prueba el siguiente resiiltado: 
Teorema Sea a : W --t Y un morfismo casi-liso y sea Z c W un 
subesquemn imducible de codimensión t y plano sobre Y .  Entonces Z es 
permisible si y sólo si 
A'" = O z .  
Obsérvese que el teorema anterior da tina caracterización de los centros 
permisibles sólo en el caso horizontal. En esta memoria incluimos una versión 
más amplia de este teorema en la que caraterizaremos tanto los centros per- 
misibles horizont,ales como los verticales: 
Teorema 2.7.9 Sea a : W + Y un morfismo casi-liso y sea Z C U' un 
s7~besqaemn irreducible de codimensión t .  Entonces: 
i. Si O # A, c O z  entonces Az = O z  si y sólo si Z es un centro 
permisible (hon'zontal o vertical). 
ii. Si es un centro geométricainente permisible, y Az = O ,  entonces Z 
es un centro permisible. 
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Si Z es un centro permisible con Az = Oz entonces diremos que Z es un 
centro permisible de primem clase, y si Az es el haz nulo, diremos que Z es 
un centro permisible de segunda clase. 
Obsérvese la analogía con el caso de variedades sobre cuerpos perfectos, 
ya que la lisitud se conserva por explosiones en centros lisos (¡.e. Az = Oz). 
Sea Z C W un subesquema irrediicible. Fijado un punto cerrado podemos 
lograr una expresión local de Az a partir de las ecuaciones que determinan 
localmente a Z. Del Teorema 2.7.9 extraemos algunas consecuencias inme- 
diatas: 
Corolar io  2.7.10 Sea Z C W un subesq~iema cerrado y sea x E Z un punto 
cermdo. Entonces Z es un centro permisible de primem o segunda clase en 
x, independientemente de las ecuaciones escogidas para la presentación local 
de Z(Z),. Adcmcís, s i  Z es permisible en un punto cermdo x E Z entonces 
existe un abierto U C Z con x E U en el que Z es permisible. 
S u b e s q u e m a s  inmersos  y casi-lisitud 
Sea n : W -t Y un morfismo casi-liso y sea Z C W iin subesquema irre- 
ducible y plano sobre Y. Nos pregiintamos bajo qué condiciones el morfismo 
restringido 
?r lz: z -t w 
es un morfismo casi-liso. 
Nuestra definición de ideal jacobiano, Az, nos dará condiciones suficientes 
para que el morfismo 
n lz: Z + Y 
sea casi-liso. 
Si además Z es un centro permisible (de primera clase) el Teorema 2.7.9 
nos asegura que el haz de Oz-módulos ~ ( n  l z )  es Iocalrneiite libre de rango 
d - 1  - t .  
Si W es un esquema liso sobre un cuerpo perfecto K ,  V C Z C W son 
subesquemas lisos, y 
W] -, w 
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es la explosión con centro V, entonces el transformado estricto de Z, Zi, es 
liso sobre K. 
Volviendo a nuestro contexto y en analogía con el caso de variedades lisas 
sobre cuerpos perfectos, se tiene el siguiente resultado: 
Teorema 2.8.5 Sea a : W -4 Y un morfismo casi-liso. Sea Z C W ,  un 
subesquema casi-liso. Entonces un subesquema V c Z es un centro permisible 
para ?r lz: Z -, Y si y sólo si es un centro permisible para a : W + 
Y .  Ademcis V ,  ser4 permisible de prim,era o segunda clase para uno de los 
morfismos si y sólo si lo es para el ot.ro. 
Centros permisibles. 
A continuación mencionamos algunos resultados que vienen a completar el 
resultado ya. enunciado en el Teorema 2.8.5: 
Teorema 2.9.1 Sea a : W -, Y un morfismo casi-liso, y sean V C Z C W 
centro.3 (uerticales) permisibles para tV.  Sea 
la ezplosión de W con centro V ,  y sea Z1 el transformado estricto de Z. 
Entonces Zl es permisible para W, . 
Proposición 2.9.4 Sean W -, Y un morjsmo casi-liso, Z C W un centro 
permisible y V un centro combinatorio. Consideremos la ezl>losión con centro 
v 
y sea Zl el transformado estricto de Z .  Entonces Z1 es permisible para 5Vl. 
Nótese que en esta iilt,ima proposición no exigimos la condición de que 
V C Z (véase el Ejemplo 2.9.3). 
Probaremos además que: 
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Proposición 2.7.16 Sea n : W -4 Y un morfismo casi-liso, y sean V C 
Z c 14' dos centros geoinétn'camente permisibles. Si eziste un punto cerrado 
x E Z en el que Z no es permisible, y 
entonces V  es un centro permisible 
Obsérvese qiie la clase de los centros permisibles verifica qiie: 
i. Todo plinto cerrado es permisible. 
ii. Dado un subesquema irreducible Z C W, existe un abierto no vacío 
U C Z en el que es permisible. 
iii. Si V C Z C W son centros permisibles, entonces tras la explosión con 
centro V el transforinado estricto de Z es de niievo iin centro permisible. 
Curvas verticales. 
Finalizamos este capítulo presentando un resultado para curvas verticales: 
Proposición 2.10.2 Sea n : W + Y un morfismo casi-liso y sea Z C W 
un subesquema irirducible de dimensión 1 y vertical sobre Y .  Existe una 
secuencia finita de explosiones 
con centros en puntos cerrados x, E V(Az , )  (donde Z, denota el tmns- 
formado estricto de Z,- l)  de modo que ZN es un centro permisible para 
w, -, Y .  
En [V3] se prueba uii resultado análogo para curvas horizontales. Recu- 
rriremos a estas dos resultados en el desa.rrollo de posteriores capítulos. 
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0.4.2 Capítulo 3. Superficies regulares inmersas. 
Sea W iin esquema de dimensión 3 y sea a : W --+ Y un morfismo casi- 
liso. En este capítulo nos interesamos por el estudio de superficies regulares 
inmersas en W y planas sobre Y. Recordemos que una superficie regular 
sobre un esquema de Dedekind no es necesariamente lisa. Como muestra 
presentamos el sigiiiente ejemplo: 
E jemplo  0.4.1 
Sean W = Spec(Z[z, y]), Y = Spec(Z) y 
el morfismo indiicido por la inclusión natural: 
Z - Z[X,YI. 
,i C .  + 
Claramente a : W - 1' es un  morfismo liso sobre Y .  consideremi: la 
superficie S C CIr determinada por el ideal 
Z(S)  =< p + xZ + yZ >, 
donde p E Z genera un ideal primo. Un sencillo cálculo nos muestra que 
- - 
As  =< 2x,2y >C Os, 
donde I , y  denot,an la clase de  los elementos z e y módiilo Z(S). Ésto iniica 
que el morfismo restringido 
a Is: S 4 Y 
no es liso en el plinto correspondiente al ideal maximal < z , y  >. Sin embargo 
S es u n a  superficie regular. 
En [V3, Proposición 4.51 se prueba el siguiente resultado: 
Propos ic ión  Sea a : W + Y un morfismo casi-liso y Z un subesquema 
irreducible y redircido de dimensión 1 y plano sobw Y. Entonces existe una 
secuencia finita de explosiones 
w, - ... --+ w, wo=w --+Y 
U . . . u U 
ZN - ... - Z, - Zo = z 
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con cen/.ros en puntos cerrados xi E V(Az,) (2, el transformado estricto de 
Zi-l) de modo que 
Az, = Oz, 
por lo que ZN es un centro permisible pam W N  .-t Y. 
Nuestro objetivo es probar un resultado análogo para subesquemas de 
dimensión 2. Eniinciamos aquí el resultado central de este capítulo: 
Teorema 3.1.2 Sea x : W + Y un morfismo casi-liso, sea W  un esquema 
de dimensión 3, y S  C W una superficie regular y plana sobre Y. Entonces 
eriste una secuencia finita de ezplosiones 
en centros permisibles Zi c V(AS,), (donde Si denota el transformado es- 
tricto de Si-]), tal que 
As, = Os,. 
Recordemos que As mide la obstrucción a que el morfismo restringido: 
sea casi-liso. Por lo danto, la. condición As, = Os, nos garantiza que: 
i. E1 transformado estricto de S  en W N ,  S N ,  tiene criizamientos normales 
con las componentes de las fibras del morfismo 
. . 
11. El morfismo restringido 
es casi-liso. 
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La mayor dificultad a superar en el desarrollo de la demostración del 
Teorema 3.1.2 ha consistido en comparar el jacobiano de la superficie S con 
el de un transformado estricto por explosión en iin centro permisible. Este 
problema nos ha llevado a la. búsqueda de nuevos invariantes (i.e. información 
intrínseca. a S y a W )  con los que completar la información qiie ya nos aporta 
As. 
En la demostración del Teorema 3.1.2 podemos distinguir dos etapas: 
Etapa 1. 
La primera etapa tiene un claro contenido geométrico. Probamos que tras 
una secuencia finita de explosiones en centros permisibles se puede lograr que 
el transformado estricto de S sea geomélricamente permisible. 
Lema 3.2.1 Seo W un esquema de dimensión 3. Sean 71 : W -4 Y un 
morfismo casi-liso y S C W una superficie regular y plana sobre Y .  Existe 
una secuencia finita de erplosiones 
en centms permisibles C; C Si, (donde Si el transformado estricto de Si-1), 
de modo que S ,  es un. centro geornétricamenfe permisible. 
'Esto significa que S tiene cruzamientos normales con todas las fihras 
del morfismo a : 1.V -+ Y. Nótese que bajo estas hipótesis las fibras del 
morfismo 
a 1s: S -4 Y 
son curvas regulares con cruzamientos normales. En estas condiciones asocia- 
mos a S iin haz de módulos de diferenciales con polos w ( a  Is). Sin embargo 
este haz de módulos no tiene por qué ser localmente libre. 
Para la demostración del Lema 3.2.1 utilizaremos una versión débil del 
Teorema 4.1.3, que probaremos en el Capítulo 4 en un contexto más general. 
0.4 DESCRIPCIÓN D E L  CONTENIDO ... xxix 
Etapa 2. 
En esta segunda etapa trabajamos con la hipótesis de que S es un centro 
geométricamente permisible. Nuestro primer objetivo es buscar invariantes 
con los que completar la información procedente de As. Como veremos éstos 
surgirán al vincular el jacobiano de S con los de ciertas curvas regulares 
inmersas en la superficie S. 
En primer lugar, observamos que la intersección de S con la fibración 
inducida por el morfismo x : W + Y es una unión de curvas verticales con 
cruzamient,os normales geométricamente permisibles. Designaremos con el 
nombre curua principal a cada componente irreducible de este conjunto de 
curvas (3.3.1). 
Sea F el cuerpo de cocientes de Y. Como la superficie S es regular y 
plana sobre Y, y 3 es un cuerpo de característica cero, el morfismo 
es liso. Por lo tanto, existe un conjunto a.bierto no vacío U C Y de modo tal 
que el morfismo restringido: 
es liso. Diremos entonces que S es genéricamente lisa. Ésto significa que 
existe un número finito de curvas principales {Ci)i=l,..,,, de modo que: 
Este subconjunto de curvas principales recibirán el normbre de curvas prin- 
cipales singulares (3.3.1). 
En este contexto estamos en condiciones de introducir niiestros nuevos 
invaria.ntes. Éstos se obtendrán al vincular el jacobiano de S con el de sus 
curvas principales. 
Proposición 3.3.2 Sean I.V un esquema de dimensión 3, r : W --+ Y 
un morfismo casi-liso, y S c W una superficie geométiicamente permisible 
plana sobrr: Y.  Si C es una curva principal de S, entonces 
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Este resiiltado conlleva tina serie de consecuencias que describimos en los 
siguientes corolarios: 
Corolario 3.3.3 Bajo las hipótesis de la Proposición 3.3.2 se tiene que: 
i. Si una curva principal singular de S es permisible entonces es permis- 
ible de segunda clase. 
i i .  Cualquier componente irreducible de dimensión 1 de V(As) es  siempre 
permisible. 
. . . 
i i i .  S es un subesquema casi-liso s i  y sólo si todas sus curvas principales 
son permisibles de primera clase. 
Corolar io  3.3.4 Bajo las hipótesis de la Proposición 3.3.2 ezisten curvas 
verticales geométricamente permisibles {Ci}i=i,...,, tales que: A* 
E. 
donde UE"=klV(Ac,) es un conjunto finito de puntos aislados de V(As). 
Además pam todo i E {l , .  . . , m ) ,  y pam todo punto cerrado x E V(Ac,) 
se tiene que: 
ord,(As) L ord,(Aa,=). 
A la vista de estos resiiltados la demostración del Teorema. 3.1.3 tiene tina 
dohle lectura: 
e Lograr mediante explosioiies en centros permisil>les qiie el jacohiano de 
el transformado est.ricto de S sea el haz estructural. 
e Lograr mediante cxplosiones en centros permisibles que todas las ciirvas 
principales del transformado estricto de S sean permisibles de primera 
clase (rccordemos que una curva C c W es permisible tle primera clase 
si A, = Oc). 
Para nuestro propósito de definir nuevos invariantes nos apoyaremos, si- 
multáneamente, en estas dos interpretaciones. 
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Las componentes de altura 1 de As.  
La siguiente proposición nos indica que podemos ignorar las componentes 
de altiira 1 del ideal jacobiano de tina superficie horizontal geométricamente 
permisible: 
Proposición 3.4.1 Sea W un esquema de dimensión 3, sea x : W + Y un 
morfismo casi-liso y sea S c W una superficie geométricamente pemisible 
plana sobre Y .  Eziste una secuencia finita de ezplosiones 
con centros en curvas principales Ci c V(As,), (donde Si denota el tmns- 
formndo estricto de S,-i) de modo que As, no tiene component.es de altum 
1. 
Una cadena de explosiones como la descrita en la Proposición 3.4.1 recibirá 
el nombre de proceso de eliminación de componentes de altura 1 del ideal A s  
(3.4.3). 
Qiiisiéra.mos subrayar que en el caso de explosiones en curvas la com- 
paración del jacobiano de S con el de su transformado estricto es tan clara, 
que permite simplificar la demostración del Teorema 3.1.2 rediiciéndola al 
caso en que sólo tenemos que explotar en puntos cerrados. Sobre los puntos 
aislados de V(As) definimos una función semicontiniia siiperiormente con 
valor cero en el conjunto S - V ( A s )  Denotaremos a esta función por Fs. 
De este modo la demostración del Teorema 3.1.2 se obtendrá si probamos 
que el valor 
hfax(Fs) 
disminuye por explosiones en centros permisibles. Est,e resultado se prueba 
con la sigiiiente proposición: 
Proposición 3.5.4 Sea S c W una superficie geoméiricamente permisible 
cuyo ideal jacobiano As no tiene componentes de altura 1 .  Sea x E V(As) 
un punto cenndo con 
Fs(x)  = Max(Fs). 
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Consideremos la ezplosión con centro x seguida de un proceso de eliminación 
de componentes de altura 1: 
Sean SN el LransJormado estricto de S en W N  y EN el divisor ezcepcional 
correspondiente a la ~iltima ezplosión. Entonces: 
y si existe un punto cerrado z E SN n EN con 
entonces: 
i. z es el Único punto cerrado en SN íl EN sobre ei que In Junción Fs, 
toma el valor Afnz(Fs). 
ii. z es nn punto racional sobre Ow,,, sin cntzamiento (i.e. no se encuen- 
tra en la intersección de dos curvas principnles singulares de S N ) .  
... 
111. Si CN = SN í i  EN entonces, 
( 4  V(Ac,) = 111. 
(b) ~ r d z ( A ~ ~ , z )  = ordz(A~,,,z). 
Para concluir la demostración del Teorema 3.1.2 es suficiente probar que 
no existe tina secuencia infinita de explosiones en centros permisibles: 
de modo tal que para todo i E IN 
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(Véase (3.6.1)) Obsérvese qiie en esta seciiencia de explosiones ignoramos las 
componentes de altura 1 del ideal de coeficientes. 
Pa.ra ello constriiiremos una ciirva formal regiilar, C, de modo qiie si 
Ci denota el trasformado estricto de Ci-i en la secuencia de explosiones 
consitlerada ant.eriormente, entonces xi E Ci. Esta construcción nos obliga 
a trabajar en el completado dw,, y a trasladar a este niievo contexto toda 
la información que estamos considerando. Nótese que esta información está 
relacionada con el módulo de diferenciales con polos. Ésto nos llevará a 
utilizar algunos resultados qiie aparecen en [Ku] y que están ligados a criterios 
de finit.ud para módulos y álgebras de diferenciales sohre anillos completos. 
0.4.3 Capítulo 4. Exponentes idealisticos y superfi- 
cies aritilléticas. 
Sean W un esquema de dimensión 3 y n : W -+ Y un morfismo casi-liso. 
Consitlerernos una siiperficie singiilar 7: c W plana sohre Y. En este capítulo 
nos centraremos en el estudio del cerrado de A' determinado por los puntos 
de máxima multiplicidad. 
Para. cada punto cerrado x E X sea f, una ecuación local de X en Ow,,. 
Para cada número natural k se define el conjiint,~ cerrado: 
Sing(X, k) = {z E X : ord, f, 2 k}. 
Dado un punto cerrado x E Sing(X,b) sea n(x) = y E Y, donde y es 
un piint,o cerrado en Y. Como el morfismo n : CV 4 Y es casi-liso, la 
fibra sobre el punto cerrado y es iina. unión finita. (le siiperficies regiilares con 
criizaniientos normales, Le.: 
donde para j = 1,. . . , na(y), H, es tina siiperficie regiilar. 
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Supongamos que x E H,. Si denotamos por f, I H ,  la restricción de f, a 
la superficie I I ,  en general se tiene que 
En este marco introducimos la siguiente definición: 
Definición 4.1.2 Diremos que X es mazimalmente transversal al morfismo 
si pam todo punto cerrado x E Sing(X,  b) y pam todo Hi E E,(,) con x E Hi 
se tiene que 
ord,f, I H , =  b. 
Dado x E Sing(X,  b) y H E E,(,), diremos que x es maximalmente transver- 
,.; sal a la hipersuperficie If, si para todo punto cerrado y E S ing (X ,  b) n H se 
verifica que 
ord, f, I H =  b. 
S i  X es regular entonces hablaremos simplemente de transvewnlidad. 
Nuestro objetivo es probar el siguiente resultado: 
Teorema 4.1.3 Sea n : W + Y un morfismo casi-liso y sea X C W una 
superficie redzicida y plana sobre Y .  Para cada pnnto cerrado x E X sea f, 
una ecuación local de S en Oiv,,, y sea 
b = max{ord, f, : x E X}. 
Existe una secziencin finita de explosiones: 
en cenfros permisibles Ci C Sing(.Y,, b) (donde X i  denota el tmnsformado 
estricto de S;-, ), de modo que el morfismo 
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es casi-liso y, o bien 
Sing(SN, b) = 0, 
o bien X N  es mazimalmente transversal al morfismo XN 
Mot ivación  del problema.  
El desarrollo de la noción de transversalidad está motivado por el hecho de 
que ésta juega un papel importante en la demostración de la desingularización 
inmersa de curvas reducidas en un esquema excelente regular de dimensión 
2. 
Aiinqiie en el sentido de la desingiilarización nuestros resultados son par- 
ciales, el interés de  este capítiilo se fundamenta en la introducción de  una 
noción de exponente idealístico en el contexto aritmético. 
Para iliistrar la importancia de la noción de transversalidad maximal 
recordaremos el papel que juega en la desingiilarizacióii ininersa de curvas 
planas. 
El caso  de curvas. 
Sea S una variedad regular de dimensión 2 de  tipo finito sobre un cuerpo 
K, y sea T C S una curva reducida. Para cada punto cerrado x E T sea 
donde h, es tina ecuación local de T en Os,,. Consideremos 
b = max{ordh, : x E t } ,  
Y 
Sing(T, b) = { x  E T : ord,h, = b}. 
Sea tl C S una curva regular y sea x E H n T un pitnt,o cerrado con mul- 
tiplicidad b para T. Direinos que T es maximalinente t,ransversal a H en el 
punto x si 
ord,h, I H =  b. 
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Argumento de transversalidad. Supongamos que T es maximalmente 
transversal a H en un  punto cerrado x E Sing(T, b). Sea 
la explosión con centro el punto x. Sean TI y Hl los transformados estrictos 
de T y H respectivamente, y sea E el divisor excepcional. S i  TI tiene un 
punto ezcepcional z de orden b, entonces TI n E = (2) y z 6 Hi. 
Comprobaremos a cont,inuaciÓn que el argumento de transuersalidad tiene 
una incidencia importante en la demostración de la existencia de una desin- 
gularizacióii inmersa de la curva T: 
Supongamos que existe una secuencia infinita de explosiones en puntos 
cerrados: 
de modoqiie para todo i E IN la multiplicidad de T, en x; es b (donde Ti 
denota el transformado estricto de E - , ) .  Entonces: 
i. Todos los puntos x; son racionales sobre OT,- 
ii. Si E; denota el divisor excepcional correspondiente a la explosión 
si + si-, 
entonces la transversalidad maximal nos garantiza que x; $ E; n E;-, 
(donde por abuso de notación denotamos por E;-] al transformado 
estricto de E;-, en Si). 
Bajo estas hipótesis se puede construir una curva jormal regular C C 
Spec(Os,,), cuyos siicesivos transformados estrictos por la secuencia de ex- 
plosiones anteriormente construida contienen a los puntos x,. Entonces existe 
un elemento regular T E O s ,  tal que 
y es fácil comprobar que en tal caso 
lo que contradice el hecho de que T es una curva reducida. 
Acerca de la demostración del Teorema 4.1.3 
Recordemos que niiestro objetivo es probar el Teorema 4.1.3. Para ello 
comenzaremos considerando una serie de reducciones que nos permitirán 
plantear nuestro problema desde u n a  mejor perspectiva. 
Reducción al caso de superficies genéricamente lisas. 
Denotemos por F el cuerpo de cocientes de Y (que recordemos es de carac- 
terística 0). Entonces 
XF -, F 
es una. curva sobre Spec(.F). Tras una secuencia finita de explosiones en 
puntos cerrados podemos suponer que el transformado estricto de ,YF es una 
curva regular (¡.e. lisa sobre F), 
Ahora bien, los puntos en los que explotamos se corresponden con curvas 
planas sobre Y incluidas en W .  Por ejemplo, sean X = Spec(Z[x]), Y = 
Spec(Z), y el morfismo 
7 r : X - Y  
inducido por la incliisión natural 
Consideremos la localización: 
que induce el morfismo a nivel de espectros: 
Obsérvese qiie todo punto cerrado T E l@ da lugar a tina curva en X. 
Por ejemplo sea r E l@ el punto cerra.do correspondiente al ideal maximal 
< xZ - 15 >. Entonces el idea,l 
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determina una curva en X 
Volvamos a nuestro problema original. Una secuencia de explosiones en 
puntos cerrados sobre WF 4 Spec(3) induce una seciiencia de explosiones 
en curvas sobre IT : 1.V 4 Y. Estas curvas no tienen por,qué ser permisibles 
en el sentido de la casi-lisitud, por lo que en principio podemos perder las 
buenas propiedades del medio ambiente del que partíamos. 
Para subsanar este obstáculo usaremos el resultado [V3, Prop. 4.51 que 
ya hemos mencionado con anterioridad. En consecuencia, tras una sucesión 
finita de explosiones en puntos, podemos suponer que todas las curvas en 
las que t,engamos que explotar son permisibles. Podremos explotar en ellas, 
sin alterar la casi-lisit,iid del medio ambiente. Nótese que estos procesos 
intermedios no afectan a la secuencia de explosiones sobre Spec(3). 
Toda esta discusión nos permite suponer que X es genéricamente lisa 
sobre Y. Por lo tanto existe un conjunto finito de puntos cerrados en Y, 
{Qi,.  . . , Q,,}, de modo qiie 
Como suponemos que el morfisrno s : W 4 Y es casi-liso, existe un con- 
junto de superficies regulares con cruzamientos normales, 
{ a , .  . . , H " }  C W 
tales que 
u:=,s-'(Qi) = { l f l , .  . . , H,}. 
De este modo existe a lo sumo un conjunto finito de superficies regulares 11, 
a las que S no es maximalrneiite transversal. 
Transversalidad y divisores excepcionales. 
Si consideramos la explosión 
en un centro permisible e incluido en Sing(X, b) entonces .Yi es maxiinalmente 
transversal a E, donde E denota el divisor excepcional y X1 el transformado 
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estricto de X .  Además la transversalidad es un concepto que se preserva por 
explosiones en centros permisibles incluidos en Sing(X, b). 
De este modo podemos concluir qiie la demostración del Teorema 4.1.3, 
se reduce a separar el conjunto Sing(X, b) de un número finito de hipersu- 
perficies regiilares con cruzamientos normales. 
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que sólo tenemos que se- 
parar los puntos de orden b de X de una superficie regular que denotaremos 
por G. 
Nuestro objetivo, por tanto es probar que existe una secuencia finita de 
explosiones 
en centros permisibles Ci c Sing(Xi, b) nGi, (donde ,Iri, Gi denotan los trans- 
formados estrictos de Si-l y Gi-,, respectivamente), de modo tal que 
Para tratar este problema, necesitamos medir el contacto entre X y G 
y ser capaces de controlar su comportamiento por explosiones en centros 
permisibles. 
Esta idea nos conduce a la noción de exponente itlealístico introducido por 
Hironaka en [Hi-1, [Hi3], [HA], [Hi5] y en [AH]. También podemos encontrar 
referencias a esta noción en los trabajos de Giraud, [Gil], [Gi2] y [Gi3]. 
E x p o n e n t e s  idealísticos s o b r e  cuerpos.  
Ilustramos a continuación el papel de los exponentes idealísticos en el 
Teorema de Desingiilarización de Hironaka. 
Sean W iin esqiieina regular de dimensión n sobre un cuerpo K, y X C W 
una Iiipersuperficie. Para cada punto cerrado x E ,Y, podemos considerar 
una eciiación local de X en qiie denotamos por f,. 
Sea 
b = max{ord, f, : x E X}, 
y sea x C Sing(X, 6) un punto cerrado. 
Por el Teorema de estructura de Cohen para anillos locales completos 
([Col, o [Mal), Ow,, es isomorfo a un anillo de series formales en n variables 
con coeficientes en un cuerpo K': 
donde K C K', y K' es un cuerpo de coeficientes para el anillo Ow,,. 
Por el Teorema de Preparación de Weierstrass, podemos suponer que 
f,' es un polinomio en una de las coordenadas x; (que privilegiamos), con 
coeficientes en un anillo de series formales en las variables restantes, es decir: 
b fz = x, + ~ I ( x I , .  .  , x,-i)xnl t . .  . + h b ( ~ t , .  . . , xn-l)  
donde h;(xl,. . . ,x,-1) E K1[lxl,. . . ,x,-ll], para i = 1,. . . , b. : ,x 
Si suponemos que 6 f char(K), podemos suponer, después de un cambio i- 
de coordenadas adecuado, que h l (x l , .  . . , x , - ~ )  = O. En esas condiciones se 
tiene una expresión para f, del tipo 
Si definimos el ideal Ai(f,), como el ideal generado por f, y todas las 
,. 
derivadas de orden menor o igual que i en el anillo de series formales, entonces 
Nótese que 
Sing(fz, b) = V(Ab-'(f,)), 
y por lo tanto 
Sing(f,, 6) c V(x,). 
Además, existe iin resultado, debido a Giraud, que nos dice que si tras 
la explosión en un cent,ro regular incluído en Sing(f,, b),  el transformado 
estricto de f, tiene algún punto de orden mayor o igual que b, entonces 
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donde (f ,)~ denota el transformado estricto de f,, y (x,), el de x,. 
En tal caso, se dice que G = V(x,) es una superficie de contacto maximal 
para Sing(f,, b), pues contiene los puntos de orden b de f,, y sus transforma- 
dos estrictos contienen los puntos de orden b de los transformados estrictos 
de f,. 
En este sentido, bajar la multiplicidad de f, por explosiones en centros 
incluidos en los cerrados de multiplicidad máxima, es equivalente a probar 
la existencia de una secuencia de explosiones 
en centros regulares C, c Sing((f,);) n Gi (donde Gi es el transformado 
estricto de Gi-l, y (f,); el de (f,);-I), de modo que 
Para resolver este problema Hironaka introduce la noción de exponente 
idealístico. En este caso, el exponente idealístiw de interés se construye a 
partir de los coeficientes de una determinada expresión formal de f,: En este 
contexto es el par formado por el ideal generado por los coeficientes de la 
ecuación de f,, equilibrados de manera adecuada: 
junto con el niimero natural b!, y se denota por 
Este exponente idealístico tiene las siguientes propiedades: 
i. Sing(3,  b!) = Sing( f,, b) n G. 
ii. Sea R = ~ ~ e c ( d , ~ , , ) .  Si consideramos la explosión 
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en un centro 
C c Sing( fz, b) n G, 
y denotamos por E al divisor excepcional, entonces diremos que la ley 
de transformación del exponente idealístico es 
( z ( ~ ) - ~ ! ~ s ; , ,  b!) = ( A ,  b!), 
pues de este modo si (f,)~ denota el transformado estricto de f, y Gl 
el de G, entonces 
Se dice que esta explosión es una resolución del exponente idealístico ( 3 ,  b!) 
si 
S ing(3 ,  b!) = 0. 
- r 
Probar que existe una secuencia de explosiones como la definida en (*) 
es equivalente a demostrar que existe una secuencia de explosiones de modo 
que resolvemos el exponente idealístico: 
R N  + ... Ri - R,, = R = s p e c ( d , , )  
U U U 
Sing(&, b!) -+ . . . Sing(31, b!) -+ Sing(%, b ! )  = Sing(3, b!) 
(donde (J,,  b!) denota el transformado del exponente idealístico (3-1,  b!)) tal 
que 
Sing(JNN> b!) = 0. 
Nótese que 
3 C OG,. 
Podemos resumir toda esta discusión en tres puntos fiindamentales: 
i. Hemos considerado una expresión formal de f, E h"[l x l ,  . . . , x, I] en 
la que hemos privilegiado una variable sobre las demás. 
ii. Esta expresión formal nos permite construir un determinado exponente 
idealístico. 
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iii. Utilizamos el exponente idealístico para encarar el problema de la desin- 
gularización de f,, con la ventaja de que lo haremos sumergidos en una 
variedad de dimensión menor que la de partida. 
Pretendemos desarrollar una estrategia similar en el contexto de los esquemas 
aritméticos. 
E x p o n e n t e s  idealísticos y esquemas  ari tméticos.  
Volvamos de nuevo a nuestro problema inicial. Consideremos un morfismo 
casi-liso 
w -, Y, 
donde W es un esquema de dimensión 3, y X C W una superficie plana, 
reducida y genéricamente lisa sobre Y. Sea 
b = max{ord, f, : x E A'} 
y definamos 
Sing(X, b) = {x E X : ord, f, = b}. 
Dada una superficie regular G c CV, nuestro objetivo es probar la existencia 
de una secuencia finita de explosiones 
WN - ... + w1 - wo = w 
U u U 
( X N , G N )  + .. . + ( G )  + (Xo = X,Go = G) 
en centros permisibles Ci c Sing(Xri, b) n Gi,  (donde X, el transforma.do 
estricto de .Yi-,, y Gi el de Gi-,), de modo que 
Sea x E Sing(X, b)nG, un punto cerrado. Emulando la estrategia descrita 
con anterioridad, consideramos el anillo &,,, así como f,, y z que denot,an 
ecuaciones locales de A' y G, respectivamente, en Ow,, c Ow,,. 
Como ocurre en el caso de variedades sobre cuerpos, lo primero que 
desearíamos hacer es escoger un sistema regular de parámetros en Ow,,, 
{ z ,  x l i  x2}, y expresar f, como una serie formal, en la que privilegiaríamos 
la variable z sobre las demás. 
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Es aquí donde encontramos el primer obstáculo: Ow,, no es isomorfo a 
un anillo de series formales con coeficientes en un cuerpo. En consecuencia, 
no podemos usar el Teorema de Preparación de Weirstrass para suponer que 
f, tiene una expresión formal conveniente. 
Llegados a este punto, nos vemos obligados a introducir lo que llamaremos 
un conjunto de representantes (4.1.6). Sea kw(x) = Ow,,/m(x), (donde m(x) 
denota el ideal maximal de Ow,,). Dado a E Ow,, denotaremos por a a su 
clase en kw(x). Diremos que S c dw,, es un conjunto de representantes si 
verifica las siguientes propiedades: 
i. Para cada elemento c E kw(x) existe un elemento s E S (y sólo uno) 
tal que S = c, 
ii. O E S. 
Nótese que S es sólo iin conjunto, y -que por lo tanto no es cerrado por 
operaciones algebraicas elementales como la suma o el prodiicto. La principal 
dificultad que de este hecho se deriva, es que pretendemos definir invan'antes . 
(¡.e. información independiente de posibles cambios de coordenadas), a partir 
de expresiones formales que no son compatibles con cambios de coordenadas. 
Fijado un conjunto de representantes S C Ow,,, y un sistema regular de 
parámetros que contenga a z 
todo elemento de d w ,  se escribe de manera única, como una suma (quizá 
infinita) de monomios en las variables {z,xl, x2}, con coeficientes en S. 
En particular, obtenemos una expresión para f,, 
con ci una suma (iiifi1iit.a) de monomios en las variables xl y xz, y con 
coeficientes en S. 
Con esta información, definimos el ideal de coeficientes asociado a F ,  a 
una ecuación local de A' y a una ecuación local de G (Definición 4.3.7). Este 
ideal viene dado por: 
b! b! b! 
- K:=<G:cF ,..., CL,> mod <z>~e)c,, 
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El objeto 
(K:, b! )  
vendría a ser el equivalente al exponente idealístico de Hironaka mencionado 
con anterioridad. 
Puesto que, como hemos hecho notar, S es sólo un conjunto, y por tanto 
en principio no es cerrado por operaciones algehraicas, el ideal de coeficientes 
no es invariante por cambios de coordenadas. Dedicaremos la mayor parte 
del Capítulo 4 a definir invariantes a partir de (Kc,  b!). 
Fiiialmente, en la última sección de  este capítulo, probamos que la de- 
mostra,ción del Teorema 4.1.3, se puede reducir a probar que existe una se- 
cuencia finita de exposiones en centros permisibles, de modo que 
sing(K:, b! )  = 0. 
Capítulo 1 
Preliminares 
En este capítulo incluimos, pa,ra facilitar la lectiira de esta tesis, algunos 
resiiltados ya conocidos que serán de utilidad mas adelante. Las referencia 
básicas son [Mal, [Iíii], y [ZS2]. Siempre trabajaremos con anillos conmuta- 
tivos y con unidad. 
1.1 Módulos de diferenciales. 
Definición 1.1 .1  Sea A un anillo y M un A-módulo. Una derivación D : 
A + M es una aplicación aditiva que satisjnce: 
para todo par de elementos a ,  b E A. 
IJtilizamos la expresión Der(A, M )  para designar al conjunto de todas 
las derivaciones de A en M. Obsérvese que Der(A, M )  tiene estriictura de 
A-módulo de manera natural. 
Dada tina derivación D, el conjunto D-'(O) es un subanillo dc A, (nótese 
que la igualdad l2 = 1 implica que D(1) = O). Si además A es un cuerpo, 
entonces D-'(0) es un subcuerpo de A. 
Sea un anillo y A una k-álgebra. Las derivaciones 
que se anulan en k . la se denominan derivaciones sobre k. El conjunto de 
dichas derivaciones se denota por Derk(d,  M), empleándose Derk(d) en vez 
de Derk(d, A). 
Dados iin anillo k, una k-álgebra A, y G = A Bk A, considérense los 
homomorfismos de  k-álgebras 
definidos por: 
€(a 8 a') = aa', Xl(a) = a 8 1, X2(a) = 1 8  a. 
Consideraremos sobre la estructura de A-álgebra determinada por el mor- 
fismo A l .  Denotaremos por Ialk, o simplemente por I ,  el núcleo de E y 
definimos: 
I/IZ = a;/,. 
Los C-módiilos I ,  I2 y RLlk también se pueden interpretar como A-módulos 
mediante la aplicación 
A l  : A 4 G. 
El A-módulo recibe el nombre de módulo de diferenciales de A sobre k 
(o diferenciales de I<ahler de A sobre k). 
Obsérvese que 
EX, = & A Z  = idd. 
es el morfisino natural y escribimos 
d ' =  X2 -A,, 
entonces d = vd' es una derivación de A en Nótese que 
G = Xi(A) @ 1, 
por lo que 
CI12 = C $ a:/, 
como A-módiilo. Itlentificaudo uX,(A) con A, obtenemos 
C/12 = A $ R;/k. 
En otras palabras, G/12 es una extensión trivial de A por 
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Proposición 1.1.2 [ilfa, pp. 182-1891 El par (RLlk,d) posee la siguiente 
propiedad universal: s i  D es una derivación de A sobre k en un A-módulo 
M, entonces existe una aplicación lineal Única 
tal que  D = fd .  
Como conseqiiencia de la proposición anterior se obtiene un isomorfismo 
canónico de A-mó<liilos 
Derk(A, M )  HomA(nfqlk, M). 
La aplicación 
d : A - O',,,, 
se denomina la derivación canónica y, cuando sea necesario, la denotaremos I 
Eniincia.mos a continiiación algiinas propiedades sobre módulos de diferen- 
ciales: 
,? 
i. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de morfismos y anillos 1 
Exist,e un morfisino natural de A-módulos 
y por ta.nto también un morfismo natural de A'-módulos 
i i .  Si A' = A@r. k' en (i), entonces el último homomorfismo es un isomor- 
fismo: 
of4tlk, = @li k' = @A d'. 
iii. Si S es un conjunto multiplicativo en una. k-álgebra A y además A' = 
S-'A, entonces por (ii) 
Teorema 1.1.3 [d.la, p. 186][La primem sucesión ezacta fundamental.] Con- 
sideremos los anillos k ,  A, y B y los morfismos 
Entonces 
i. Hay una sucesión ezacta de morfismos naturales de B-módulos 
ii. La aplicación u tiene iiluersa a la irquienla sé y sólo si toda derivación 
de A sobm k en cunlquier B-módulo 7 se eztiende a una derivación 
B -t 7. 
Corolario 1.1.4 [Ma, p. 1871 La aplicación 
es un  isomorfismo si y sólo si toda derivación de A sobre k en cualquier 
B-módulo 7 pnede ertenderse de manera tinica n una derivación de U en 7.  
Sean k un anillo, A una k-álgebra, I C A iin ideal, y B = AIZ. Ida 
aplicación 
1 + R;/ ,@aB 
X + ddlk @ 1 
envía ZE a O, por tanto induce una aplicación B-lineal 
Teorema 1.1.5 [Atfa, pp .  187-1891 [La segunda sucesión exncta fiindamen- 
tal.] Con 10 notación precedente, se tiene que: 
i. La sucesión de U-módulos 
es exacta. 
. . 
t t .  Sea A, = AIP. Entonces 
iii. El homomorfismo 6 tiene un inverso a la irquienla si y sólo si la ex- 
tensión 
O-+1/12-+Ai -+U--+O 
de la k-álgebra U por S/ZZ es trivial sobre k .  
Sean R un álgebra sobre G,  y d : R -+ M una derivación de R / G  con 
M = R d R .  Sea S tina R-álgebra. -Y 
Ik 
Definición 1.1.6 [I<u, p. 171 Una derivación D : S + N de S /% en 
un S-módulo N es una extensión de d si exzste una aplzcación R-lineal 
1 : M + N tal que el diagrama d 
es conmutat i~~o.  Una extensión D de d recibe el nombre de universal si 
cualq~iier eltensión A : S -+ N' de d se puede escribir de manera única 
como una especialización de D ,  esto es: existe una única aplicación S-lineal 
... 
a : N -+ N' tal que A = a o D. 
1.2 Álgebra de diferenciales. 
Definición 1.2.1 ([Ku]. p. 20)  Un álgebra de di/erenciales de 721% es 
una R-álgebra graduada asocintiva (en general no conmutativa) 
junto con una aplicación %-lineal 
d:R.R 
de grado 1 (i.e. d(SZn) C O"+'), de modo que se verifican los siguientes 
axiomas: 
i. O0 = R, y R esá contenido en el centro de R .  
ii. R = R [ d R ]  (i.e. como R-álgebra, S1 está generada por los elementos 
dr con r E R ) .  
iii. Para todo par de elementos r ,  r' E R se tiene que 
d ( r r f )  = rdr' + r'dr. 
iv. Dado un conjunto de e[emeiatos r ,  r l ,  . . . , r ,  E R se tiene qne 
d(rrlr, . . . . . dr,) = drdrl . . . . . dr,. 
v. Pam cnda elemento r E R, drdr = 0 .  
La aplicación d recibe el nombre de diferencial de 0, y los elementos de O" se 
llaman n-formas. Para todo anillo R un álgebra de diferenciales sobre R/Z 
recibe el nombre de álgebra de diferenciales absoluta. 
Definición 1.2.2 [Icii, p. 251 Sean. ( R , d )  y (O1,d') dos álgebras de diferen- 
ciales sobre R/Ro Una aplicación 
es un  honiomorfismo de n'lgebras diferenciales si se cumplen las siguientes 
condiciones: 
i. p es Irn homomorfismo de 7&,-álgebms. 
ii. ip es compatible con el grado (i.e. pam todo n E N,  p(Rn)  C (O')"). 
iii. ip es compatible con la difei-encinción (i.e. ip o d = d' O p). 
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Álgebra diferencial universal, y extensiones universales de álgebras 
de diferenciales. 
Sean R/'& y S/'& dos &-álgebras, y sea 
un '&-homomorfismo. Si ( O , d )  es un álgebra de diferenciales de E/'& y 
(O', d') es un álgebra de diferenciales de S/&, existe a lo sumo un horno- 
morfismo de álgehras de diferenciales 
con p0 = p. El llomomorfismo y recibe el nombre de p-homomorfismo. 
Teorema 1.2.3 [[I<u] p. 37 Existencia del álgebra universal finita] Dada 
cualquier álgebm 'R./'& existe un dlgebm diferencial (RnlR, ,d)  de R/'& 
con la siguiente propiedad: para todo homomorfismo p : R -4 S de &, 
álgebras y para toda álgebw diferencial ( O , 6 )  de SIRo existe un  (único) 
p-homomorfismo h : ORlx0 --t O. 
Proposición 1.2.4 [[I<u] p. 411 Sea (ORlr , ,d)  el álgebra dijerencial univer- 
sal de R/% Como la 72,,-derivación 
es universal, RhlRo se puede identificar canónicamente con el módulo de 
diferenciales de Iíaliler de R/%. 
Álgebra diferencial universal finita. 
Sea. R un & álgebra, y (0 , s )  un álgebra diferencial de 72/72,,, Diremos 
que R es finita si es finitamente generada como R-módulo. Para ello es 
suficiente que R' sea un R-módulo finitamente generado. 
Definición 1.2.5 [[Ku], p.171] Se dice que el álgebra diferencial R es una- 
versal finita si cualquier álgebra diferencial finita de R/& es la imagen por 
un  homomorfismo de f i  (con respecto a un R-homomorfismo. 
Si existe iin álgebra diferencial universal finita de RIRa, entonces es única 
u 
salvo R-isomorfismos canónicos y la denotaremos por R n l ~ , .  
Definición 1.2.6 [[I<u] p.1721 Sea (0,s) un n'lgebra di je i~ncial  de 721%. 
Sea p : R -+ S un homomorjsmo de l&-álgebras. Una p-extensión uni- 
u u u 
versal finita de 0 es un par (o,, v,), donde 0, es un álgebra differencialfinita 
u u 
de S/l& y 9,: R -+o, es un  p-homomorfismo de modo tal que se cumple 
la siguiente propiedad universal: si 4 : 0 --+ O* es un  p -homomo~j smo  
arbitrario de R en un álgebra diferencial finita O* de S /&,  entonces eaiste 
u u 
un S-homomorfismo h :o,+ O* (qne satisface la condición: 4 = ho 9,). 
Definición 1.2.7 [[Ku], p.1721 Sea p : R -4 S un homomorfismo de 
&-álgebras y 6 : R -+ R 6 R  una derivación de R/l&. Una &-derivación 
d : S -+ N en un S-módulo N es una p-extensión universal finita de 6 si 
se verifican las siguientes condiciones: 
i. d es unap-extensión de 6 y esfinita (i.e S d S  esfintnmente generada); 
ii. Si  A : S 4 N' es una p-extensión arbitraria finita de 6 ,  entonces 
existe exactamente una aplicación S-  lineal h : N -t N' tal que 
A:= h o d .  
Si existe la extensión universal finita de  6 ,  entonces la denotamos por 
u 1 u 
nsla, y la denominamos el módulo de diferenciales trniversal finito de Os/$. 
r l  
Si la derivación 6 es la derivación trivial de R, entonces usaremos Rsln en 
u 1 
lugar de  Os,$. 
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Proposición 1.2.8 [I<u], p. 173 Sea ( 0 , s )  un álgebm diferencial de R/&, y 
sea p : R --+ S un honaomorfismo de &, álgebms. Las siguientes condiciones 
son eqliivalentes: 
r im 
i. 0 ,  existe. 
. . 
zz.  Sea {UA)lambdoEi\ una familia de submódulos de 0: tal que R 1 / U ~  es 
finitamente generada, y sea U = ílxeA. Entonces R;/U también es 
finitamente generada. 
iii. La p-ertensión universal finita de la derivación 6 : R -4 0' existe. 
S i  alglina de las condiciones (i)-(iii) se satisface entonces 
u 1 
donde I = (U,d l i ) . ,  y d : S +op es la extensión p- nive ver sal finita df 6: 
Proposición 1.2.9 [[Ku], p.1751 Sean p : R -+ S y u : S - 7 dos 
homomorfismos de &,-álgebras, sea R un  álgebra de diferenciales de R/&,, 
u 
y supongamos que 0, existe. En estas condiciones se tiene que: 
u 
i. S i  S es noetheriano y 7 es un S-módulo finito, entonces Q,,, existe 
u 
es la u-extensión universal de R p .  
. . 
zt. Sea Z c S un ideal, sea 7 = S / Z ,  y sea u el homomorfismo canónico 
u u u 
Enlonces fl,,, existe y fl,,,=R, / ( I , d Z ) .  
Corolar io  1.2.10 [[Ku], p. 1761 Bajo las hipótesis de la Proposición 1.2.9, 
u l 
sea 6 : R --+ R 6 R  una l&derivación para la que Os16 existe. Entonces 
u 1  
existe y la siguiente sucesión: 
es exacta. E n  este contexto B denota la aplicación functorial inducida: 
y a es la nl~licación definida por: 
Álgebras  diferenciales y completación. 
Sea R iin anillo, 1 c R un ideal y ( O , d )  un álgebra diferencial finita de 
R/&. Llamemos k al completado de R con la topología Z-ádica, y sea 
O = R @r, O .  Extendamos d por continuidad a iina aplicación 
d : i l + i 1 .  
Entonces (6 ,  d )  es un  álgelxa diferencial sobre 'k/% 
Definición 1,2.11 [[I<ii], p. 1621 El álgebm diferencial (h,d) recibe el nom-  
bre de completado del dlgebm diferencial (finita) ( O , d ) .  
Proposic ión 1.2.12 [[I<ii], p. 1831 Sea p : R + S 1111 ho~nom.orfismo 
de &-dlgebras noetlierintias. Sea Z c S u n  ideal y S el completado de 
S con la topología 1-ddica. Sea u : S + S el homomorfismo canónico 
y j := u o p .  S i  O es Irn álgebra diferencial sobre R/& para [a cual la 
- 
p-ezten.qió11 universal O ,  es una álgebra di/eitncialfinita, entonces Q p  eziste 
"8  
- 
O;= O,. 
Corolar io  1.2.13 [[I<ii], p. 1643 Sea Z C R u n  ideal y sea k el coml~letado 
de R con In topología Z-ádica. 
.., 
i. Si  fl es un álgebra diferencial finita de R/&, entonces Rfi existe y 
además 
- 
Rfi= R.  
. . 
.., 
r t .  Si nRIRo es finita, entonces RfilRa existe y además 
El Teorema de estructura de Cohen para anillos locales completos nos dice 
que todo anillo completo y noetheriano A, es la imagen por un homomorfismo 
de  un anillo de la forma R[I x l ,  . . . , x, (1, donde R e s  un anillo tle coeficientes 
para el anillo A (los anillos de coeficientes también reciben el nombre de 
anillos de Cohen). Desarrollaremos estos resultados en la sección 1.4. Sea 
& C R. Si el anillo A contiene un cuerpo entonces R es un cuerpo de ?. 
coeficientes. En tales casos la descripción de es en general simple. En 
el resto de los casos la descripción de RRIRo es un poco más complicada. La 
%Y' 
Proposición 1.2.14 y los Corolarios 1.2.15 y 1.2.16 nos ofrecen una respuesta A 
en esta dirección. 
Proposición 1.2.14 [[I<u], p. 1891 Sea R un anillo de Cohen que no sea 
un cuerpo, y sea S = R[J 21,. .. ,x ,  11. Sea m =< p > el ideal maximal 
de R y sea k = Rlm. Supongamos que & c R es un subanillo local con 
ideal mazimnl m0 = pRo, y tal que dim(RRlkJ)  < m, donde l;o := 7?,,/mo. 
Entonces: 
* 1 - 1  
i. / i ( f i s l R o )  = n + dimKRklko (donde / i (RSIRo)  denofa el mínimo ntimero 
* 1 
de genc~adore.s para e[ S-módulo Rslno). 
ii. Si  k / k o  es finilninente generado y L := Q(S) entonces 
Corolario 1.2.15 [[I<II], p. 1911 Bajo las hipótesis de la Proposición 1.2.14 
(ii), los siguientes condiciones son equivalentes: 
- 1  
i. fis,7zo es u n  S-módulo libre. 
ii. k/ko es separable. 
Corolario 1.2.16 [[Ku], p. 1911 Sea S un anillo local nyular y completo, 
tal que su ct~erpo residual K es finitamente generado sobre su cuerpo primo. 
Entonces Ins siguientes condiciones son equivalentes: 
r 1 
i. R s , z  es un  S-módulo libre. 
. . 
zz.  S es isomorfo a un anillo de series formales sobre un  anillo de Cohen. 
1.3 Los ideales de  Fitting de  un módulo. 
Sea R un anillo, sea. M iin R-módulo finitamente generado, y sea {ml , .  . . , m , )  
un sistema de generadores de M. Consideremos la sucesión exacta 
donde a(ei)  = mi para i = 1,. . . , n (ei denota el i-ésimo elemento de la base 
canónica de Rn) .  El Rn-módulo ker(a) es la presenlación de M definida 
por los elementos (ml , .  . : ,m,). 
X Sea { u A } ~ ~ ~  un sistema de generadores de ker(a) con u> = (x:, . . . , x,) E 
R n .  Entonces la matriz: 
X (xi ) i=l  ,..., ~ : X E A  (l.2) 
recibe el nombre de matriz de relaciones de M con respecto a {ml , .  . . ,m,}. 
Para i = 0,1, .  . . ,n - 1, sea .F,(M) el ideal de R generado por todos 
los menores de orden (11 - i )  en la matriz de relaciones de M con respecto 
a {ml , .  . . ,m,).  Para i 2 n se define F , (M)  = R y para i < O se toma 
F,(M) = (0) 
Lema 1.3.1 [[Ii-~t], p. 3311 Los ideales F,(M) no dependen de la elección 
de la matriz de relaciones con respecto a {m,, . . . ,m,) escogida para M. 
Lema 1.3.2 [[KIL], p. 3.321 Los ideales F , ( M )  no dependen d e  la elección 
de los generadores de M .  
Definición 1.3.3 [[Ii'u], p. 3331 El ideal & ( M )  recibe el nombre de i-ésimo 
ideal de Fitting de M .  Por constrzrcción se tiene que: 
donde k 2 p ( M ) ,  y p ( M )  denota el minimo número de generadores de M .  
1.3.4 [[Ii'u], p. 3331 Citamos a continuación algunas propiedades de los 
ideales de Fitting: 
i. Si M es un R-módulo de presentación finita, entonces los ideales 
& ( M )  son ideales finitamente generados. 
ii. Para cada R-álgebra S se tiene que 
&(S @R M )  = S .  & ( M ) .  (1.3) 
' 1 .  
iii. Si N C R es un conjunto multiplicativo entonces > 
& ( M N )  = & ( M ) N .  (1.4) 
iv. Si Z c R es un ideal entonces 
F,(M/zM).= m, (1.5) 
- 
donde Fi(M) denota la imagen de F i ( M )  en R/1. 
Definición 1.3.5 [[Ii7u], p. 3341 Sea Q ( R )  el cuerpo total de cocientes 
de R. Diremos que un R-módulo M tiene rango si Q ( R )  Bn M es un  
Q(R)-módulo libre. Diremos que el rango de M es el rango del Q(R)-módulo 
libre Q ( R )  @R M .  
Proposición 1.3.6 [[I<tl], p. 3341 Si  M tiene rango r entonces 
& ( M )  = ( O )  
para i = O,. . . , r  - 1 ,  y E ( M )  f O para i 2 r .  
Proposición 1.3.7 [[I<u], p. 3341 Sea (R,  m) un anillo local. Entonces 
y adeinn's las siguientes afi~maciones son equivalentes: 
i. M es libre de rango r ;  
. . 
rz .  E . ( M )  = (O) para i = O,. . . , r - 1 ,  y E.(M) = R para i 2 r .  
Corolario 1.3.8 [[l<u]. p. 3361 Sea R un anillo y M un 72-módulo finita- 
mente generado. Entonces son equivalentes: 
i. M es localmente libre de rango r. 
. . 
11. E ( M )  = (O)  para i = O,. . . , r  - 1, y F,(M) = R para i 2 r .  
1.4 Anillos locales coinpletos. 
En esta sección usaremos la notación 
(A, m, K )  
para referirnos a. un anillo local A, con idea.! maximal m y cuerpo residual k. 
Definición 1.4.1 Sea (A,m,k)  un anillo local. Sea dice que K C A es 
un cuerpo de coeficientes de A, si es isomorjo a Alm vía el homomorfismo 
natural 
A + Alm. 
Teorema 1.4.2 [(I.S. Cohen). [Mal p205] Sea (A,m, k) un anillo completo 
y separado que contiene un cuerpo K .  Entonces A contiene un  cuerpo de co- 
eficientes. Si  además k es separable sobre K ,  entonces A contiene un  cuerpo 
que contiene a K. 
Corolario 1.4.3 [Mal p.2061 Sea (A,m, k )  un anillo local, completo y regu- 
lar de dimensión d ,  que contiene un cuerpo. Entonces 
d 2 k[l x,, . . . ,Xd 11. 
Es t ruc tura  d e  anillos locales completos[[Ma], pp.210-2111 
Sea (A, m, k) un anillo local. Entonces se pueden prodiicir 4 situaciones: 
i .  ch(A) = O y ch (k )  = 0; 
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ii. c h ( A )  = p y ch(k)  = p; 
i i i .  c h ( A )  = O y ch(k)  = p; 
iv. c h ( A )  = pn y ch (k )  = p. 
Un siibanillo R C A es un anillo de coeficientes si se satisfacen las siguientes 
condiciones: 
R es un anillo local noetheriano y completo con ideal maximal m n R. 
Se tiene que Rlm n R A l m  = k. 
R n m = pR, donde p = ch(K).  
Observación 1.4.4 En los casos ( i )  y (ii)  R no es otra cosa que el cuerpo 
de coeficientes. En el caso ( i i i )  R es un anillo de valoración discreta. 
T e o r e m a  1.4.5 [ ( I . S .  Cohen). [Mal p.311] Sea A un anillo local completo y 
sepamdo. Entonces A contiene un anillo de coeficientes R. En el caso (iv) 
R es de la Jornia R = W / p n W ,  donde W es un anillo de valoración discreta, 
completo y con ideal n~aximal pW. 
Corolario 1.4.6 [[Mal p.2111 Sea ( A , m )  un anillo local completo y sepa- 
mdo, con m finitamente generado. Entonces A es la imagen por un homo- 
morfismo de un anillo local completo regular. 
Algunas  propiedades d e  finitud e n  el con tex to  d e  anillos locales ,*?i 
2% 
comple tos .  
T e o r e m a  1.4.7 [[ZSZ], p. 2'591 Sea A un anillo, m c A un ideal, M un 
A-módulo y N un submód~rlo de M .  Supongamos que A es un espacio de 
Hat~sdorflcompleto para su m-topología y que M es un espacio de Hausdorff 
para su m-topología. Sea {x i , .  . . ,x,} un conjunto finito de elementos de 
N ,  tales que sus jorn~as iniciales G ( x i )  generan sobre Gr,,,(A) el módr~lo 
de Jormas iniciales de n/ en Gr,,,(M). Entonces los elementos { x ] ,  .. . , x,} 
genemn N .  
Corolario 1.4.8 [[ZSZ?], p. 2591 Sean A y M como en el Teorema 1.4.7. 
Supongamos que M / m M  es un ( A / m A )  -módulo finito. Entonces M es un 
A-módulo finito. Si las clases de x l ,  . . . , x,  módulo m M  genemn M l m M ,  
entonces los elementos x, generan M .  
1.5 Anillos exceleiites. 
Recordemos que si p C A es un ideal primo, ht(p)  denota la altura del ideal 
primo p en A. 
Definición 1.5.1 [[Mal, p. 841 Se dice que un anillo A es catenario si para 
todo par de ideales primos p,q c A con q c p, la altura hi(p/q)  es finita e 
igual a la longitud de cualquier cadena maximal de ideales primos entre p y 
9. 
1.5.2 Si A es un dominio noetheriano, entonces las siguientes condiciones 
son equivalentes: 
i. A es iin anillo catenario. 
i i .  Para t.odo par de ideales primos p,  q c A conq c p se tiene que: 
i i i .  Para todo par de ideales primos p,q C A con q C p y con h t (p /q )  = 1 
se tiene que 
ht ( p )  = ht(q)  + l .  
Observación 1.5.3 Si A es catenario, entonces ciialquier localizado de A 
es catenario, y cualquier cociente de A es catenario. 
Definición 1.5.4 [[Mal, p. 841 Se dice que un anillo A es universaln~ente 
catenario si es noetheiiano y toda A-ilgebm de tipo finito es catenaria. 
El lugar singular. 
Sea A iin anillo noetheriano, sea S = Spec(A) ,  sea 
R.eg(,Y) = { p  E X : A, es iin anillo regiilar } 
y sea 
Siiig(X) = X - Reg(X) .  
Se dice qiie A es J-0 si Reg(Spec(A))  contiene un abierto no vacío de Spec(A).  
Se dice que A es J-1 si Reg(Spec(A))  es abierto en Spec(A).  
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Teorema 1.5.5 [[Mal, pp.246-2481 Sea A un anillo noetheriano. Las siguie- 
ntes condiciones son equivalentes: 
i. Toda A-Llgebra finitamente generada es J-1; 
ii. Toda A-álgebra finita es J-1; 
iii. Para todo p E Spec(A),  y para toda eztensión radical finita K' de k ( p )  
existe un A-álgebra finita A' con 
que es J-O y cuyo cuerpo de cocientes es K' (L:(p) denota el cociente 
APIPA. 
Se dice que un anillo noetheriano A es J-2 si verifica alguna de las condiciones 
del Teorema 1.5.5. 
Teorema 1.5.6 [[Mal, pp. 248-2493 S i  A es un anillo local y completo en- 
tonces A es 5-2. 
Definición 1.5.7 [[Mal, p. 2491 Sea A un anillo noetheriano que contenga 
un cuerpo K .  Se dice &e A es geométricamente regular sobre K si pam toda 
eztensión finita K' de K ,  el anillo A BK K' es regular. 
Definición 1.5.8 [[Mal, p. 2491 Sean A y B anillos noetherianos. Se dice 
que un homomor~smo  
4 : A - B  
es regalar (o que B es regular sobre A )  si es un morfismo plano y para cada 
p E Spec(A),  la Jibra B @a k ( p )  es geométricamente regular sobre k (p ) .  
Definición 1.5.9 [[Mal, p. 2491 Sea A un anillo noetheriano. Se dice que 
A es un G-anillo si pam todo p E Spec(A) la aplicación canónica 
Teorema  1.5.10 [(Grofhendieck), [Ma], pp. 254-2571 Sea A un C-anillo y 
L3 una A-ilgebra finitamente generada. Entonces 13 es un  G-anillo. 
Definición 1.5.11 [[Mn], p. 2591 Se dice que un anillo A es excelente si 
verifica las siguientes condiciones: 
i. Es iln anillo noetherinno. 
ai. Es universalmente catenario. 
iii. Es un G-anillo. 
iv. Es J-2. 
Obsérvese que si A es un  anillo excelente, entonces cualquier localizado 
de A es excelente y cualquier A-álgebra finitamente generada es excelente. 
En particular, todo cociente de un anillo excelente es excelente. Además Z 
es un anillo excelente, todo anillo completo es excelente, y todo cuerpo es 
también un anillo excelente. 
1.6 Conjuiitos coi~struibles. 
Sean X un espacio topológico y Z c X un subconjunto. Diremos que Z es 
localmente cerrado en S, si para cada punto z E Z existe un entorno abierto 
U C X de z ,  tal que U n Z es cerrado en U. Ésto es equivalente a decir 
que Z es expresable como la intersección de un conjunto abierto en X y un 
conjunto cerrado en S. 
Definición 1.6.1 [[Mal, p. 391 Sea X un espacio topológico noetheriano y 
sea Z un sirbconjnnto de X. Se dice que Z  es un conjunto construible en A' 
si Z es una unión Jnita de conjuntos localmente cermdos en X, i.e. 
donde paro i = 1 , .  . . ,in los conjuntos U; son abiertos, y los I f ,  cerrados. 
Observación 1.6.2 Si Z, T  C A' son conjuntos construihles, entonces ZUT, 
Z n T y Z  - T  son conjiintos construibles. 
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Teorema 1.6.3 [(Chevalley) [Mal, pp.42-441 Sea A un anillo noetheriano y 
sea B una A-álgebra de tipo finito. Sea 
4 : A - t B  
el homomorfismo canónico, y sean A' = Spec(A),  Y = Spec(B), y 
f = q Y : Y - + X .  
Entonces la imagen j (Y1)  de un conjunto construible Y '  C Y es un conjunto 
construible en X . 
Capitulo 2 
Morfismos casi-lisos. 
2.1 Introduccióii y notación. 
Retomamos en este capítulo algunas de las líneas con las que comenzábamos 
la Introducción. Como ya indicamos en su momento, nos interesamos por el 
estudio de los esquemas aritméticos, y para ello tomába.mos como punto de 
referencia la clase de los esquemas lisos sobre ciierpos perfectos. 
Recordemos que la importancia de esta última clase de esqiiemas radica 
en la existencia de iii i  fibrado tangente (inducido por el Iiaz de diferenciales 
relativo), que permite: 
Describir el conjunto de los puntos singulares de ciialqiiier subesqiiema 
inmerso en iin medio ambiente liso. 
a Decidir si un centro de explosión preserva o no la noción de lisitud. 
Cuando trasladainos la condición de lisitud al contexto de los esqiiemas 
aritméticos, comprol>amos que el Iiaz de diferenciales ya no juega un papel 
tan decisivo como en el coiitexto geomét,rico. 
La noción de morfismo casi-liso sobre esquemas aritméticos introdiicida 
en [V3], surge con el propósito de considerar una clase más grande de esque- 
mas que, en particular, incluya a los esquemas lisos. Se pretende además que 
esta clase sea cerrada por explosiones en centros convenientemente escogi- 
dos, y qite permith, tle modo iiatiiral, trabajar con un fibrado tangente. De 
este fibrado tangente se espera que tenga iin cometido sea comparable al del 
fibrado inducido por el haz de diferenciales relativo en el caso de  esquemas 
lisos sobre cuerpos. 
El propósito de esta parte de la memoria es la presentación y desarrollo 
la teoría de los morfismos casi-lisos, así como el estudio del fibrado tangente 
al que están viiiciilados. 
En analogía con la noción de lisitud sobre cuerpos, probaremos que esta 
noción privilegia. ciertos centros regulares, de tal modo que la transformación 
monoidal en estos centros es de nuevo un morfismo casi-liso. Designaremos 
a este t.ipo de siibesqiiemas con el nombre de centros permisibles. 
Siipongamos que a : W + Y es un morfismo casi-liso. La noción de 
centro permisible que se introduce en este contexto verifica que: 
i. Todo punto cerrado es permisible. 
ii. Dado Z C W un subesquema irreducible, existe un abierto no vacío 
U C Z en el cual es permisible. 
... 
i i i .  Si Z C T C W son subesquemas permisibles tras la explosión con 
centro Z el tra.nsformado estricto de T es de nuevo permisible. 
Nót,ese, que todas estas propiedades que son válidas para la noción de 
permisibilidad en la teoría de Hironaka, aunque en otro contexto, son igual- 
mente ciertas en el contexto de los morfismos casi-lisos. Estos resultados se 
recogen en los Teoremas 2.S.6 y 2.9.1, y el Corolario 2.7.11. 
Por sri import,ancia, enunciamos aquí el resiiltado ceiit,ral de este capitulo: 
Teorema 2.6.10. Sea a : W -+ Y un morfismo casi-liso y sea Z C W 
un centro permisible. Sea Wl W la ezplosión con centro Z .  Entonces el 
morfismo al = a o e : \VI + Y es casi-liso. 
Buena pa.rt,c del trabajo que desarrollamos está tlcdicado al estudio de los 
centros permisibles. En este sentido, ampliamos el concepto de permisibilidad 
ya introdiicitlo en [V3] (véase la definición 2.6.8). Además, en est,a línea, se 
presentan la Definición 2.7.5, y el Teorema 2.7.9 como una generalización de 
la teoría y resultados que aparecen en [V3]. 
Esbozamos a continuación, un pequeño esquema de lo que será el con- 
tenido de esta parte de la memoria. 
Las primeras secciones se dedican a la presentación y estudio de los mor- 
fismos casi-lisos: 
a En la sección 2.2 definimos el Haz de Diferenciales con Polos Logarítmi- 
cos a. lo largo de ciertas hipersuperficies. En el contexto de los morfis- 
mos casi-lisos, este Iiaz induce un fibrado tangente cuyo papel es central 
en el desarrollo de esta teoría. Utilizando este concepto, presentamos 
en la sección 2.3 la definición de morfismo casi-liso (Definiciones 2.3.1 
y 2.3.5). 
a En la sección 2.4 analizamos el comportamiento de los morfismos casi- 
lisos por cambios de base étale (Lema 2.4.1). Esta compatibilidad nos 
permitirá trabajar en el ámbito local con mayor simplicidad de argu- 
mentos. 
a En la sección 2.5 describimos el haz dunl del módulo de diferenciales con 
polos, e introducimos la noción de punto de mngo alto. El contenido 
de esta. sección es esencial para la construcción del ideal jacobiano que 
introduciremos en secciones posteriores. 
El resto de las secciones, 2.6, 2.7, 2.8, y 2.9, están dedicadas al estudio 
del comportamiento de los morfismos casi-lisos por explosiones: 
En la sección 2.6 presentamos el concepto de centro geométricnm,ente 
permisible (Definición 2.6.1). Considerando explosiones en centros geo- 
métricament,e permisibles estudiamos el haz de diferenciales con po- 
los que un esquema casi-liso induce sobre su explotado, (Lemas 2.6.5, 
y 2.6.6, y ( 2.6.7)). 
Al final dc la sección 2.6, presentamos una definición local de centro 
pern~isible (Definición 2.6.8). Esta definición es más general que la 
ya iiitrodiicida en (V.71, y permite plantear el problema de resolución 
inmersa. 
En elTeorema 2.6.10, comprobamos que la explosión de iin esquema 
casi-liso en un centro permisible es de nuevo un esquema casi-liso. Este 
hecho es fundamental en la teoría de morfismos casi-lisos, pues nos 
garantiza que efectivamente trabajamos en una clase cerrada por ex- 
plosiones en centros adecuadamente escogidos. 
En la sección 2.7 definimos lo que será nuestra herramienta de trabajo 
más importante: el Ideal Jacobiano asociado a un subesquema cerrado 
inmerso en un medio ambiente casi-liso, (Definición 2.7.5). 
Probamos que la permisibilidad de un subesquema inmerso se puede ex- 
presar en términos de su ldeal Jacobiano, lo que dota de plena legitinii- 
dad a la noción de permisibilidad local ya introducida en la sección 2.6 
(ver Teoremas 2.73, y 2.7.9). Estos resultados generalizan los que ya 
aparecían en [V3], y se extienden a una clase de centros permisibles 
más amplia. 
I,a sección 2.7 concluye con algunas observaciones y ejemplos, en los que 3 t 
intentamos ilustrar hasta qué punto el Ideal Jacobiano de un subesqiie- $2 
ma inmerso, contiene información sobre su permisibilidad. !d ' 
En la sección 2.8, estudiamos la restricción d e  los morfismos casi-lisos 
a subesquemas inmersos. ¿y. 
. <. 
En la sección 2.9 analizamos el comportamiento de los centros permisi- 
, *: 
bles por explosiones en centros permisibles propios. Es este el propósito , - 
del Teorema 2.9.1, el Ejemplo 2.9.3, y la Proposición 2.9.4. 
Para finalizar, la sección 2.10 se dedica el estudio de  la permisihilidad 
de curvas verticales. El principal resultado es la Proposición 2.10.2 
donde se demiiestra que, tras un número finito de explosiones en centros 
permisibles, es posible lograr que cualquier ciirva vertical reducida e 
irediicible sea. iin centro permisible. 
Notación. Dado 14' i i i i  esquema, y x E W un punto cerrado: 
Denotaremos por kiv(x) al cuerpo residual correspondiente al punto x .  
Ciiando no resulte confuso escribiremos k(x) en Iiigar de kiv(x) 
Designaremos por m(x) al ideal maximal correspondiente al piinto cer- 
rado s. 
Denota.remos por In, a la aplicación natural 
que a cada elemento a E Uiv,, con ordm(a) = k le asocia su imagen en 
mk/nik+l. 
Además, dado un sul~es~i iema cerrado tI C W denotaremos por Z(I I )  a su 
haz de ideales correspondiente, y dado un haz de ideales, 1, denotaremos por 
V(Z) al subesquema cerrado que determina. 
2.2 Módulo de Diferenciales coi1 Polos Loga- 
rítmicos. 
2.2.1 Diirante la presente memoria Y denotará un esquema íntegro, de 
Dedekind y 7 su cuerpo total de cocientes. Supondremos que 7 es un 
cuerpo de característica 0. Para cada piinto y E Spec(Y) asiimiremos que el 
cuerpo residiial correspondiente, es perfecto. 
Nos cent,raremos en el caso en que Y = Spec('D), cuando 2, es el anillo 
de enteros en un cuerpo de números, esto es, es la clausura íntegra de Z en 
una extensión finita de&. 
Consideremos ?r : W -4 Y iin morfismo separado y de tipo finito, y sea 
RL/Y el haz de diferenciales relativo asociado a este morfismo. Puesto que el 
morfismo es de tipo finito, aiVl,,es un haz de módulos finitamente generado 
sobre 4.. 
Sea ahora A' C W, un subesquema cerrado. En este caso, la sucesión 
exacta 
1(X)/Z(.Y)2 + @ Ux + -t O (2.1) 
nos permite describir el haz de diferenciales relativo a;,,,, a partir de OL/,,, 
y del haz de itleales I(.Y). 
Por ejemplo, si X = z E W es iin punto cerrado, entonces ~ ( x )  E Y 
es tambibn iin piinto cerrado. Sea kirr(x) el cuerpo residiial de W en x, 
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y k,,(s(z)) el de Y en n(x). En tal caso kw(x) es una extensión finita y 
separable de k,,(x), y como consecuencia nilY = 0. 
En estas condiciones, la sucesión exacta (2.1) nos permite concluir que si 
{vi,. . . , vd), es un sistema de generadores del ideal maximal del anillo local 
Ow,=, entonces {dv,, . . . ,dvd}  generan el Ow,-módulo flb,,lY. 
2.2.2 Si s : W + Y es además un morfismo liso y W es un esquema 
íntegro de dimensión d, entonces R h y e s  un haz de  módulos sobre Ow lo- 
calmente libre de rango d - 1, y W es un esquema regular. 
Por otro lado, si W + Y es un morfismo plano y W es un  esquema 
regular de dimensión d, entonces W3 es un esquema regular, y como conse- 
cuencia W3 --+ Spec(F) es un morfismo liso, puesto que F es un ciierpo 
de  característica cero y por lo tanto perfecto. Existe pues un conjunto finito 
de  piiiitos, F C Y, de modo tal que si U = Y - F,  entonces la restricción 
n" : Wu --+ U es iin morfismo liso de dimensión relativa d - 1. 
2.2.3 Sea ahora I.If un esquema íntegro y regular de dimensión d, y sea s : 
W + Y un morfismo separado, plano y de tipo finito. Si X: denota el cuerpo 
total de  cocientes de W entonces existe un morfismo natural (localización) 
entre los haces de 0)"- módulos 
donde nil3 es iin haz constante sobre Oiv. 
1 Sea la imagen de cp y d : Ow --+ nWly la derivación inducida. 
Si E = {H1,. .  ,If,) es un conjunto de hipersuperficies irre<liicibles de  W 
defiiiimos el haz de  diferenciales con polos a lo largo de  E como la extensión: 
que obtenemos agregando diferenciales logarítmicas a lo largo de cada hiper- 
superficie irrediicible H i .  Denotaremos este haz por niVl,,(E), o Iien por 
w(E). 
Describimos, a continuación, la construcción local correspondiente a esta 
definición. Si + E W, R = OLv,,, e Y = Spec(V), ent,onces S;ikln es la imagen 
de 
flR/, -+ f l i p  
que denotaremos por ñilD. Si f i  es una eciiación local de II,  en R, entonces 
Observación 2.2.4 La fórmiila logaritmica 9 = $ + $ nos asegura que 
el módulo ñalv [%, . . . ,%], es indepe"diente de la elección de la ecuación 
local fi de cada una de las hipersuperficies H,. En particular, este hecho nos 
garantiza que w(E) es efectivamente un haz. Nótese además que w(E) es un 
haz sin torsión. 
Observación 2.2.5 Sea s : W --+ Y iin morfismo liso y y E Y iin plinto 
cerrado. Ent,onces =-'(y) = H c W, donde H es una hipersuperficie regular. 
Si tomamos E = {H), es claro que 
Ilustraremos esta observacióii en el siguiente ejemplo: 
Ejemplo 2.2.6 
Consideremos W = Spec(Z[x]), Y = Spcc(Z), y 
el morfismo inducido por la inclusión natural 
z -+ z[x]. 
Este morfismo es clara.mente liso. El módulo de diferenciales R,v/>J está 
generado por el elemento {dx}. Dado iin punto cerrado y E Y, con ideal 
maximal m(y) =< p >C Z ,  sea W, = W x y  {y} la fibra sobre Spcc(lF,). 
Entonces: 
a Cualqiiier elemento del dual 6 E w(E)*, verifica que 6 ( p )  = O E <  p >, 
por lo qiie w(E)* induce las derivadas en W, relativas a IF,. 
a Como conseciiencia el módulo de diferenciales Orvly induce sobre ca.da 
priino p E Z, el haz de derivadas R b v p 1 ~  
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2.3 Morfismos casi-lisos. 
Una vez introducido el concepto de módulo de diferenciales con polos logarít- 
micos, estamos en condiciones de presentar la definición de morfismo casi-liso. 
Definición 2.3.1 Sea W un esquema regular, íntegro de dimensión d, y sea 
x : W - Y  
un morfismo separado, plano y de tipo finito. Diremos que rr : W -4 1' es 
un morfismo geométricainente casi-liso, si eziste un conjunto finito de puntos 
cerrados en Y ,  F = {si . . . , xk) c Y, de modo que: 
(i) Si U = Y - F ,  la restricción 
x I r - , ( " ) :  x-I(u)  + u 
es un morfismo liso. 
(ii) Si E = {HI , .  . . , H,) es el conjunto de componentes irreducibles de 
U ~ ~ ~ ~ X - ' ( X ~ )  con estructura reducida, entonces E es una un,ión de 
hipersvperficies regulares con cruzamientos normales. 
Diremos que x : W + Y es casi liso si es geomét.n'camente casi-liso, y 
ademis: 
(iii) El haz de ow-módulos nWIY (E) es localmente libre de dimensión d - 1 
Observación 2.3.2 Como hemos señalado en 2.2.2, la existencia del con- 
junto F c Y, de modo que se verifique la condición 3.3.1 (i),  está garanti- 
zada, puesto que 1,V es regular, y x : W + Y es plano y de tipo finito. 
Observación 2.3.3 Habitualmente denotaremos el haz de módulos de dife- 
1 
renciales con.polos como OWjY(E), w(E), o también como w(x). Nótese que 
la notación w(x) es perfectamente legítima. En efecto' el haz de diferenciales 
con polos logarítmicos depende sólo del morfismo x ya que no es necesario 
agregar polos a lo largo de las fibras sobre los puntos de I', donde el morfismo 
es liso (Observación 2.2.5, y Ejemplo 2.2.6). 
Nuestro sigiiiente propósito, es presentar una versión local de la Defini- 
ción 2.3.1. 
2.3.4 Sea ?r : W + Y un morfismo separado, plano y de tipo finito, con W 
íntegro y regular de dimensión d. Decir que este morfismo es geométricamente 
casi-liso, es equivalente a afirmar que para cada punto cerrado x E W, existe 
un sistema regular de parámetros, {ul, .  . . , ud], en Ow,, tal que si T es un 
parámetro local en Ov,,(,), entonces: 
para 1 5 s < r 5 d ,a i  > O y u una unidad en Otv,=. 
Obsérvese que en tal caso el Ow,,-módiilo de diferenciales con polos 
w(n), está generado, loca.lmente, por los elementos, 
Denotemos por R al anillo local Oiv,,. Con estos datos, podemos construir 
el morfismo 
Rd A w(?r),, 
con 
~ ( e ; )  = du; si i 6 {S,. . . , r ) ;  
d e j )  = $ si j E {s,.L.,r} 
que nos permite constriiir la siguiente siicesión exacta: 
a partir de la. que dediiciinos que w(?r), es un R-móditlo localmente libre de 
rango d - 1 si y sólo si ker(y) es principal y está generado por un elemento 
de la forma: 
donde aj E Ow,, para j = 1,. . . ,d,  y a, es una unidad, para algún j E 
{ l ,  ..., d]. 
2.3.5 Casi-lisitud: Definición local. Con los resultados señalados en 
2.3.4, present,aremos tina definición local equivalente a la Definición 2.3.1: 
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Sea I.V un esqiiema íntegro y regular de dimensión d,  y sea s : W 4 Y 
un morfismo separado, plano y de tipo finito. Entonces ?r : W --+ Y es un 
rnorfismo casi-liso si y sólo si para cada punto cerrado x E W existe una 
sistema regii1a.r de parámetros en Ow,,: 
de modo que, si T es un parametro local en Ou,,(,) entonces: 
i. T = v . v ~ ' . . . : v ~ '  7 1 donde1 < S  < ~ < d , a i E N , ~ , y v e s u n a u n i d a d  
en OW.,. 
Obsérvese hajo estas hipótesis, el Oiv,,-módulo de diferenciales con 
polos, w(s),, está generado por los elementos 
para los que pediremos la siguiente condición: 
ii.  Existe iina relación que vincula a los elementos de (2.5): 
de modo que alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,, para 
algún siibíndice i E { l , .  . . , d ) .  
En lo sucesivo abreviaremos diciendo que el morfismo s : W -t Y sea 
casi-liso localmente en x E W diciendo simpleniente que 
es casi-liso. 
Observación 2.3.6 Puesto que la definición del Ucv,,-módulo w(s), es in- 
dependiente del sistema regular de parámetos escogido (2.2.4), se deduce que 
si 2.3..5 ( i i )  se verifica para un sistema regular de parhmetros que cumpla 
la condición 2.3.5 (i), entonces se verifica para cualqiiicr sistema regular de 
parhmetros qiie cumpla la condición 2.3.5 (i). 
2.4 Cambios de base étale. 
En esta sección probaremos que los morfismos casi-lisos se conservan por cam- 
bios de base étale. Este hecho nos permitirá trabajar con mayor comodidad 
en el cont.exto local. Al final de esta sección haremos uso de esta compatibil- 
idad para probar que datos como los introducidos en la definición 2.3.5 y que 
sólo se refieren a un punto cerrado, se pueden extender a un entorno abierto 
que contenga al mencionado punto (2.4.4 y 2.4.5). 
Lema 2.4.1 Sea ír : CV + Y un morfismo de tipo finito y plano. Sea 
x E W un punto cerrado, y 
7 : ( w ~ ,  x') - (W, x) 
un entorno étale de x E W. Entonces Ow,, es regular si y solo si O,,r,t es 
regular. Además s i  el morfismo ír : W + Y es geométricamente casi-liso 
en x E W entonces el morfismo OiT,,(,) + Ow,, es casi-liso si y sólo si el 
morfismo inducido Ov,,(,) -+ OIv,+~, es casi-liso. 
Demostmción: Si 
7 : (w', x')- (W,x) 
es un morfismo local-étale de anillos locales, es un hecho bien conocido que 
Ow,= es regular si y solo si Ow,,, es regular, (ver, por ejemplo [Ra, p. 751). 
Sea ír(x) = y E Y, y 
ír' : wt - Y 
el morfisino indiiciclo por la composición ír o 11 
Sea m(y) =< T >C OYiY, el ideal maximal correspondiente al punto 
cerrado y E Y. Puesto que por hipótesis, el morfismo ír : W 4 Y es 
geomét,ricamente casi-liso, existe un sistema regular de parámetros en Ow,,, 
{VI, ..., vd) ,  tal que 
T = V ~ u ~ ' ~ . . : v ~ ~  
donde o E Ow,, es una unidad. 
Sea K el cuerpo de cocientes de Ow,, y K' el de O,l.,l. Entonces K' es 
una ext.ensión finita y separable de K. 
Obsérvese que se tiene una inclusión natural 
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y por definición 
entonces 
u(.)= @ow,* Owt,2 = 4r1)=1 .  
Ahora el resiilt,ado del lema se deduce del hecho de que O w ~ , , ~  es fielmente 
plano sobre Ow,,, de modo que u(.') es libre sobre O,I,I, si y sólo si w(x) 
es lihre sobre O,v,,. 0 
Observación 2.4.2 Si existe un sistema regular de parámetros {u,, . . . , u d }  
en O~V,, tal que la condición 2.3.5 (i) se verifica con u = 1, entonces la 
condición 2.3.5 (ii) se verifica de manera automática. Obsérvese que dr = O 
y por lo tanto: 
A: . 
Sea kw(x) el cuerpo residual del punto x, y sea q la característica del mismo. 
Entonces existen unidades b,, . . . , b, E Z, y números naturales n,, . . . , n, E 
W tales que 
n 
ai = biq ', para i = r,  . . . ,s .  
Sea N = min { i i , ,  . . . , l a , ) ,  entonces 
Como u(.), ha sido construido como un haz de módulos sin torsión, podcmos 
y en esta relación biqni-N es una unidad en Z, c Ov,,(,) para algún 
i { S ,  ..., r}. 
Observación 2.4.3 Si existe un sistema regular de  parámetros {ui,. . . ,ud)  
en OlZíI tal que 2.3.5 ( i )  se verifica., con algún exponente aj E Z coprimo 
con la característica del cuerpo residual kw(x) de Oiv,l entonces la condición 
2.3.5 (ii) tamhién se verifica. 
Para comprobarlo, consideremos el anillo 
y x' E Spec(t3) un plinto cerrado convenientemente escogido. Sea 
= %,(Zl). 
Entonces (Ow,,,,) es un entorno local-étale de O,,, , y en (OW*,z~),  ~ o d e m o s  
reescribir la expresión para T del siguiente modo: 
Escogiendo en (Owe,,~) el sistema regular de parámetros 
estamos en las condiciones de la Observación 2.4.2, por lo que podemos con- 
cluir que (O,,,,,) es casi-liso sobre O>r,,. Ahora, por el Lema 2.4.1, se tiene 
que O,,, es casi-liso sohre Oi,,,. 
2.4.4 Sea W 5 Y un morfismo casi liso. Sea x un punto cerrado y 
{vi,. . . , vd) un sistema regular de parámetros en O,,, para el que se verifica 
la condición 2.3.5 (i). Sea R = OW,,. Como en 2.3.4, definimos el morfismo: 
con 
v(ei) = dvi si i @ { S , .  . . , t } ;  
~ ( e ; )  = si j E {S,. . . , t } .  
Por constriicción w(E) Br, K = n'(K1.F)  es un K-espacio vectorial de di- 
mensión d - 1. El Oilr.,-módulo w ( E ) ,  es libre de rango d - 1 si y sólo si 
existe una siicesión exacta 
en la que i(ker(v)) es el subn~ódulo de Rd generado por (a,,  . . . , a d ) ,  donde 
ai E R son los coeficientes que aparecen en la relación 2.3.5 (ii). 
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Si a es iin morfismo localmente liso en x, entonces el parámetro z de 
Oy,,(,) se extiende a un  sistema regular de parámetros en Ow,,: 
En tal caso, obsérvese que que Ow,, @oy,, .kY(r(x)) es un esquema regular 
sobre kv(a(x))y las condiciones 2.3.5 (i) y ( i i )  se verifican de manera obvia: 
En este contexto, la construcción de p y la sucesión exacta (2.7) no tiene 
excesivo interés. 
En cambio si el morfismo a no es liso en x, nos gustaría entender el 
morfismo p y la sucesión exacta (2.7) como datos de naturaleza local en 
puntos de W. Natiiralmente la exactitud de (2.7) continua siendo válida 
en un entorno de x puesto que w(n) es un haz de módulos coherente, sin 
embargo, para un punto cerrado : de un tal entorno, no es del todb claro 
que la formulación de 2.3.5 en fiinción de un sistema regular de parárnet.ros 
en x, garantice la validez de 2.3.5 (i) y ( i i )  para algíin sistema regular de 
parámetros en Oiv,,. 
2.4.5 Restringiéndonos a un  entorno abierto conveniente de x ,  que deno- 
taremos por U,  podemos suponer que: 
i. Para cada punto z E U o bien a es un morfismo liso en z o bien 
a(x) = K(z), (¡.e., podemos reducir el argumento al caso en que el 
morfisino es liso excepto en a(x).) 
i i .  Los elementos v i , .  . . , ud son secciones globales en O", y los elementos 
dv; ,  con i $ { S , .  . . , t )  y ?, con j E {S, .  . . , t ) ,  son secciones globales 
de W ( K )  [U. 
... 
ni. Si n(:) = n(x) existe un siibconjunto 
{vs1,... , U,#} c {vs , . . . ,v t )  
que se extiende a un sistema regular de parámet.ros en Oiv,,, de modo 
que: 
donde v' es tina unidad en OCV,~. 
iv. Para cada índice j E {S,. . . , T } ,  vj define un esquema regular cerrado 
de tipo finito sobre el cuerpo perfecto k y ( y ) ,  que denotaremos por H,.  
Si ü, es la restricción de vi a H,, entonces: 
generan el G, -módulo libre de diferenciales relativo a k y ( y ) ,  ésto es, 
f l l ( H , l k y ( y ) ) .  
Sea, por tanto z E U un punto cerrado y ~ ( x )  = y .  El cuerpo residual k w ( z )  
es una extensión finita y separable del cuerpo perfecto k y ( y )  así que podemos 
escoger un entorno ét.ale: 
de modo que k Y , ( Y ' )  = k w ( z ) .  
Este morfismo induce un diagrama. conmutativo: 
y podemos elegir puntos cerrados s', z' E W' de modo que 
a w  : ( w', x' )  - (W, X )  
es un entorno local-étale de Ow, , ,  y 
al.Y : (w' ,  2')  - ( W ,  2 )  
es un entorno local-¿tale de Oiv,, con k ~ ( z )  = k l y , ( z ' )  = k, , i (y ') .  Esta 
hipótesis, nos permite suponer que pa,ra i E {l , .  . . , d }  - { S ' ,  . . . , t t } ,  exist,en 
unidades @, E O,,~,,~ c O,,,# de modo que 
Como d( i i ; )  = d ( v j )  la condición (iv) nos garantiza que si uj es iin elemento 
en Ow,,zg cuya clase módiilo Z ( H , )  es ü:, para i = 1, .  . . , d ,  i # j ,  entonces 
{ u ; ,  . . . , v i }  es un sistema regular de parámetros en O,,,,, y u; = uj para 
j € {S', . . . ,  T ' ) .  
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En estas condiciones la relación 2.3.5 ( i i )  se puede interpretar como 
donde ahora vj = vi si i E { S ' ,  .. . , r ' }  ó v j  es una unidad en OW1,zl. 
Para concluir obsérvese que 
donde: 
ai si i 6 { S , .  . . , r }  
5 si i E { S , .  . . , r }  - { S ' , .  .. , r ' }  , a = { "; 
a; si i E {S ' ,  . . . , r ' }  
y aplíquese el Lema 2.4.1. 
', 
2.5 Fibrados tangentes. 
Estudiaremos en esta sección el haz el dual del haz de módulos de diferenciales 
con polos, w*(r), asociado a un morfismo casi-liso Ow,,. 
Entre otras cosas, su estudio nos permitirá definir un tipo de puntos cer- 
rados en W que llamaremos puntos de rango alto. Descubriremos la impor- 
tancia de estos puntos a lo largo de secciones posteriores, cuando presentemos 
el concepto de centro permisible. 
2.5.1 Sea W iin esquema de dimensión d .  Consideremos r : W -+ Y un 
morfismo casi-liso y x E W un punto cerrado. Sea R = Ow,,, K el crierpo 
de c0cient.e~ de R, S = Ov,,(,), y F el cuerpo de cocientes de S. 
Sea r ( x )  = y E Y y m(y) =< T >C OY,y. Puesto que x es un morfismo 
casi-liso en x, existe iin sistema regular de parámetros en R, { v i , .  . . , vd} ,  de 
modo que como en (2.3.5) 
donde v E Ow,, es una unidad y ai E IN,o para i = S , .  . . , r } .  Por lo tanto 
Sea D E Ders(R, R).  En tal caso, D se corresponde con un elemento del 
dual de los diferenciales relativos (sin polos), 
60 E H O ~ ( ~ ' ( R / S ) ,  R). 
Como 
fll(K/.F) = K f i l (R / s )  
y R no tiene torsión, 6~ se puede interpretar como un elemento de Hom(w(lr),, R )  
siempre y cuando, para i = S,. . . , T 
o lo que es lo mismo si 
D(vj) E <  vi > 
Podemos concluir, por tanto, que Homn(w(E),, R )  es el subconjiinto de 
las derivaciones de 6 : R + R que verifican 
para 3 = S,. . . , T .  
De este modo, el haz de módulos w(n) define un fibrado tangente de 
dimensión d - 1 y sus secciones son campos vectoriales tangentes a cada 
componente de ca.da fibra de T. 
2.5.2 Para. ca,da elemento 6 E w(n)*, la relación: 
que aparece en la definición 2.3.5 da lugar a una relación: 
6(dvs) 
alb(dv1) +. . . +a,-16(dv,-l) +a,- C... +a,- 6(dv,) + a,+16(dv,+~) +. . . 
'J3 vr 
. . . + ad6(dvd) = 0. 
6(du ) Nótese que v) E R ya que 6(dvj) E< vi >, para j = S,. . . ,T. 
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2.5.3 Sea ?r : W -t Y un morfismo casi-liso, y x E W un punto cerrado. 
Sea kw(x) el cuerpo residual de x. Fijemos una base de w(?r):: 
Cada elemento 6; induce una transformación kw(x)-lineal: 
- 
Dsi : m/m2 - kw(x) 
donde m = m(x). Ahora definimos la aplicación kw(x)-lineal: 
El rango de la aplicación T,, obviamente no depende de la elección de la base 
1. ' 
de w(n)Z. Como para i, j = S , .  . . , T  6i(dvj) E< vj >, < üs,. .. ,uT >C m/m2 
es un subespacio de dimensión r - s + 1 que está contenido en el núcleo de 
la aplicación T,. 
Definición 2.5.4 Sea x un punto cerrado en W. Diremos que z es un punto 
de rango alto s i  
kedT,) =< ü, . . . ,ür >, 
ésto es, Si y sólo si 
dim [kedT,)] = r - s + 1 
En el transcurso de la demostración de la Proposición 2.5.6 comprobaremos 
que en un punto cerrado x E W sólo puede suceder alguno los dos casos 
siguientes: 
r - s + 1 (si x es un plinto de rango alto) 
dim ker(T,) = 
2.5.5 Sea W un esquema de dimensión d y ?r : W -4 Y un morfismo 
casi-liso. Sea x E W un punto cerrado, y x(x) = y E Y, con m(y) =< 
T >C OY,y el ideal maximal correspondiente. Por tanto, en Ow,, existe un 
sistema regular de parámetros, {vi,. . . , vd}, una unidad v E Ow,, y números 
naturales a; E tal que como en 2.3.5 (i): 
Con estos datos, el módulo de diferenciales con polos está generado por los 
elementos 
dv, dol,. . . , dv8-1, -, . . . , dv, 
- ,dvv+i , . . . ,d~d 
'"9 0, 
(2.8) 
Como en (2.3.5 (ii)), hay una relación que vincula a los elementos de  (2.8): 
donde alguno de los coeficientes a; es una unidad en Ow,, 
Proposición 2.5.6 Con la notación de 2.5.5, x es un  punto de rango alto 
si y sólo si nj es una tinidad para alg~in j E { S , .  . . , r } .  
Demostración: 
(+=) Supongamos en primer lugar que existe algún j E { S , .  . . , r }  tal que 
aj E Ow,, es una unidad en Ow,,. Sin pérdida de generalidad podemos 
suponer que a, es una unidad en Ow,,. En tal caso podemos escoger una 
base de w(T): ,  
{si:. . . r6s-1tfis+l,. . , 6 d } ,  
como describimos a cont,inuación: 
donde suponemos i # s .  De este modo, los vectores 
son linealmente independientes en I ¿ ~ ( X ) ~ - ' ,  y por tanto 
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(==+) Supongamos ahora que x es un punto de rango alto. Si el ideal 
< a,, . . . , a ,  >C OW,, 
es propio, sin pérdida de generalidad podemos suponer que r  < d y que ad 
es tina unidad en Ow,,. 
En w(?r): escogemos tina base 
de modo que: 
yi(dvj) = 6;; si j $ (S,.  . . , r ) ,  j # d 
y,(dv,) = 6ijvj si j E {S,. . . , r }  
En estas condiciones 
C = {T,(ük)/k E { l , .  .. ,d - 1} - {S,. . . , r } }  (2.10) 
es iin conjunto de d - 1 - ( r  - s + 1) vectores linealmente independientes en 
la imagen de  T,, y por lo tanto 
dim(ker(T,)) 5 d - (d - 1 - ( r  - s + 1)) = r  - s + 2. 
Por otro lado tal como hemos indicado en 2.5.3, para cada puntozcerrado 
x E W: 
dim(ker(T,)) 1 r  - s + 1.  
A continuación calcularemos la imagen de  üd por la aplicación T,: 
Para cada j E { l , .  . . , d - l }  - {S,. . . , r }  sc tiene que: 
Para cada j E {S,. . . , r } ,  se tiene que: 
por lo qiie yj(dvd) = -adlaj E m, para cada j E (S,. . . , r } .  
Como 
Tz(üd) = ( ~ i ( d u d ) ,  . . . ,~d- t (dud) )  
entonces Tz(üd) es iin elemento del subespacio vectorial que generado por los 
vectores de C (2.10). 
Corno {VI,.  . . , ü d }  es tina base de m ( ~ ) / m ( x ) ~ ,  deducimos que 
por lo que x no sería un punto de rango alto. O 
Observación 2.5.7 Sea un morfismo casi-liso, x E W ,  un punto cerra- 
do, y a ( x )  = y E Y ,  con m ( ~ )  =< r >C Ou,,. En Oiv, existe un sistema 
regular de  parámetros, {ul, .  . . , ud) de modo que 
como en 2.3.5. Entonces si u = 1 ó algún aj es una unidad en Ow,,, para 
j E { S , .  . . , r ) ,  podemos concluir que z es un piinto de rango alto. 
Observación 2.5.8 Si Oiv,, es un morfismo liso en un un piinto cerrado 
x E W, entonces x es un punto de rango alto. Por lo tanto, si x E W es un 
punto cerrado que no es de rango alto, necesariamente x ( x )  E F donde F 
denota el conjiinto de puntos de Y, sobre los que el morfismo a no es liso, 
como en (2.2.2). 
2.6 Morfismos casi-lisos y explosiones. 
En el transciirso de esta sección, estudiaremos el comportamieiito de los 
esquemas casi-lisos por explosioiies. Para ello, describiremos en primer lugar 
el haz de módiilos de diferenciales con polos qiie induce un esquema casi-liso 
sobre su explotado. Con esta información, podemos precisar las condiciones 
que debe verificar el centro de explosión para que la casi-lisitiid se preserve 
(Criterio local para permisibilidnd 2.6.8, y Teorema 2.6.10). 
Definición 2.6.1 Sea W tin esquema de dimensión d y a : W --r Y un 
morfismo casi-liso. Diivmos que un subesquema cerrado Z C W es un centro 
geométiicainente permisible si: 
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i. Es irreducible. 
ii. Para cada punto cerrado x E Z eziste un  sistema regular de parámetros 
{VI, .  . , vd} en Orv,, de modo que si x(x) = y E Y ,  y T es un  parámetm 
local en Ov,,, entonces: 
r T = v .  u:' . . . . .VI' como en 2.3.5 (i) y (ii), 
I (Z) ,=<v1 , . . . > u t  >, 
donde 1 5 t 5 d es la codimensión de Z como subesquema de W .  
(En particular Z es regular y además tiene cruznmientos normales si- 
multáneamente con todas los j b m s  del morfismo ). 
Observación 2.6.2 Si Z es un centro geométricamente permisible, y con- 
sideramos la explosión 
con centro Z, entonces: 
i. El esquema Wl es regular. 
. . 
1 1 .  La condición 2.3.5 (i) se verifica en todo piiiito cerrado x E Wl, de 
modo que la composición, 
es un morfismo geométricamente casi-liso. De este modo podemos 
definir el O ~ V ,  -módulo de diferenciales con polos w(xl) = w(El). 
2.6.3 Diremos que iin centro geométricarnente permisible, Z C LV, es hori- 
zontal si el morfismo restringido 
inducido por .ir : W + Y, es plano. 
Diremos que Z es vertical si no es horizontal. NÓt,ese que en tal caso, 
como Z es irreducible, s(Z) es un punto cerrado en 1'. 
Ol,sérvese, además, qiie en la Definición 2.6.1 ( i i ) ,  Z es vertical si y sólo 
si t 2 s .  
2.6.4 Sea Z C W un centro geométricamente permisible de codimensión t. 
Consideremos la explosión con centro Z: 
Sea al = r o e .  Nuestro propósito, es estudiar el haz de Ow, -módulos w(x1). 
Dado iin punto cerrado x E Z, con r (x )  = y E Y y m(y) =< T >C Ov,, 
su ideal maximal correspondiente, sea R = Ow,, C K, donde K denota el 
cuerpo total de cocientes del anillo R (o de W). Como en la definición 2.6.1, 
existe un sistema regular de parámetros en R, {ul, .  . . ,ud), de modo qiie 
T =u.u; .  .... . t l m r .  . , U E ( 3 ~ , ~  una unidad y (Y; E 
Para nuestro objetivo, es suficiente con estudiar los dos casos qiie des- 
cribimos a continiia.ción: 
Caso 1: Supongamos que 1 < S,  y consideramos la carta afín: 
Para i = 2 , .  . . , t ,  definiinos üi = :. Entonces: 
Si Z es vertical (¡.e. si t 2 S),  
Si Z es horizont.al (¡.e. si t < S), 
dn; = vldC + üidvl, si i E {2, . . . , t }. (3.13) 
Lema 2.6.5 Si Z es verfical, (i.e. si t 2 s e n  2.6.4), entonces el conjunto 
genera el haz de módulos w(xl)  en la carta Spec(i3). 
S i  Z es horizontal, (i.e. t < s en 2.6.4), entonces el conjunto 
genera el haz de módulos w(at)  en Spec(i3). 
Demostración: En la carta Spec(B), el divisor excepcional, E, está definido 
por el ideal < vl >. Si denotamos por kz(x) el cuerpo residual correspondi- 
ente al punto x E 2, la fibra del morfismo 
sobre el punto x, viene dado por 
donde para i = 2, .  . . , t ,  el elemento z; denota la clase de % módulo < vl >. 
Sea x(x) = y E Y. Para cada punto xl E Spec(i3) n E con n(xl)  = y 
escogemos un entorno local-étale adecuado de y 
ffv : (Y ' ,  Y')  4 (Y, Y) ,  (2.17) 
de  modo que si 
ffw : ( w ' , ~ ; )  -, (W,+l)  
es un entorno étale inducido por (2.17), entonces 
Por (2.16) existen elementos, B z , .  . . ,/3* E,,,,,,, de modo que el conjunto: 
es un  sistema regular de parámetros en Ow;,,;. Denotaremos por si al mor- 
fismo xl o alv. 
Para i = 2, .  . . , t ,  se tiene que 
por 10 que el Owv,,; -módulo ~( l r ; ) , ; ,  está generado por 10s elementos 
a - f i t  dv, 
. . . , , , . . . , - , . . . . -. dv.+i.. . . . dvd 
Va Vt  u, 
si Z es vert.ica1, y por los elementos 
si Z es horizontal. Para concluir, es suficiente observar qiie Ow,,,; es fiel- 
mente plano sobre O,i,, ,, , y que 
Distingiiimos los casos (2.14) y (2.15) puesto que si Z is vertical, (y sólo 
en este caso), debemos añadir polos a lo largo del divisor excepcional. 
Caso 2: De nuevo, usando la misma notación que en 2.6.4, y suponiendo 
que s 5 t 5 r ,  consideramos la carta afín: 
Seavi  = :,i= 1 , . . . , t ,  i # S, entonces: 
dv, dvi = u,&; +viv.-, a E 11,. . . , t }  - {S,. . . , r}, (2.18) 
U, 
dv. - dv, 
-
- 3 - 3 = - , j e { 1  - ,..., t } n { s  ,..., r } , j # s  (2.19) 
v j  vj v, 
Lema 2.6.6 El conjzlnto 
genera el haz de  módulos w(ñl) en Spec(B). 
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Demostración: Basta argumentar de modo similar a como se hizo en la de- 
mostración del Lema 2.6.5. O 
Obsérvese que si 1 5 k < s, el argumento en las cartas 
es similar al argumento desarrollado en la carta 
'R. -,..., [U: 3. 
y si s < k < T el argumento a desarrollar en la cartas 
es similar al desarrollado en la carta :<A 
2.6.7 Hagamos una recopilación de lo probado hasta este momento: 
Dado T : W 4 Y,  un morfismo casi-liso, y x  E W, un punto cerrado, 
con ~ ( x )  = y  E Y, y m ( y )  =< T >C OY,y, existe un sistema regular de 
parámetros, {u,, . . . , ud) tal que 
Tenemos una expresión para T :  
El OIi,,,-módulo ~(ÍT), está generado por los elementos 
Hay una relación que vincula a los generadores de w ( ~ ) ,  
donde alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,. 
Sea ahora Z C W un centro geométricamente permisible como en 2.6.1, y 
consideremos de nuevo la explosión con centro 2: 
Denotaremos por al a la composición a o e. En estas condiciones, los Lemas 
2.6.5 y 2.6.6, nos permiten describir explícitamente los generadores dcl haz 
de Ow, -módulos w ( a l ) .  Nos proponemos ahora estudiar la información que 
nos aporta la relación (2 .23)  en w ( a l ) .  De este modo, usando la notación 
de 2.6.7, y la de los Lemas 2.6.5 y 2.6.6 obtenemos que: 
e Si Z es vertical, como en el caso 1 la relación (2.23) d a  lugar a: 
+a,+ldu,+l $ . . . + addUd = 0 (2.24) 
Si Z es horizontal, como en el caso 1 la relación (2 .23)  d a  lugar a: 
(al + azü, t.. .+ atÜt)dvi + azul& + . . . + alvido,  + 
du* du, 
+at+ldut+l + . . . + a a -  + . . . + a,- + . . . + addUd = 0 (2.25) 
u, u, 
e Si Z es vertical, como en el caso 2 la relación (2.23) d a  lugar a: 
Nuestro próximo objetivo, es imponer condiciones al centro Z C 1.V que 
nos permitan garantizar que el haz de Oiir, -módulos w ( a l ) ,  es localmente 
libre de rango d - 1. Lo que presentamos a continuación en 2.6.8 es una 
caracterización local: 
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Definición 2.6.8 (Criterio local.) Sean Z C W un centro geométricamente 
permisible y x E Z un punto cerrado con r (x )  = y y m(y) =< T >C Oy,,. 
Consideremos un sistema regular de parnmetros en Ow,, como en 2.6.7. En 
estas condiciones, diremos que 
a )  Z es permisible de primera clase en x si: 
i. x es un punto de rango alto, ó 
ii. a,  es una unidad en Ow,,, para algún j > t en (2.23). 
b )  Z es permisible de segunda clase en x si en (2.23): 
Diremos que iin centro geométricamente permisible Z es pemisible, si en 
cada nno de sus plintos cerrados verifica alguna de las condiciones (a)(i), 
(a) (ii) o (b) . 
Probaremos qne el hecho de ser permisible de primera o segunda clase en 
un punto es intrínseco, Le., independiente del sistema regular de parámetros 
escogido en 2.6.7 (véase el Corolario 2.7.11). 
Observación 2.6.9 Si Z es un centro horizontal entonces la condición (a.i) 
implica de manera inmediata la condición (a.ii). 
Probamos, a continuación, el resultado central de esta sección: los morfismos 
casi-lisos se conservan por explosiones en centros permisibles. 
Teorema 2.6.10 Sea r : W -r Y un morfismo casi-liso, Z C W un centro 
permisible de codimensión t .  Consideremos la explosión con centro Z,  
Entonces el morfismo 
rl = r e :  W l  -+Y 
es casi-liso. 
Demostración: Sea x E Z un punto cerrado, con r ( x )  = y y m(y) =< T >C 
OY,, En Ow,, fijamos un sistema regular de parámetros { u l , .  . . , vd) como 
en 2.6.7, de modo que: 
T = e1 . u:". . . . u:', con v E Ow,= una unidad, 
Con estos datos, el módulo de diferenciales con polos w(?r), está generado 
por los elementos 
Puesto que ?r : W -+ Y es un morfismo casi-liso en x, en w(?r), existe una 
relación: 
Caso horizontal (Primera clase). 
Probaremos que si Z es un centro horizontal permisible entonces necesari- 
amente es permisible de primera clase (Observación 2.7.12). En consecuencia, 
Z será un centro permisible de primera clase en el punto cerrado x. En par- 
ticular, ésto significa que en la relación (2.28 existe j € { t  + 1 , .  . . , d}, tal que 
aj E Ow,=. 
Sea R =.Ow,,, y sea como en el Lema 2.6.5 
Sin pérdida de generalidad, nos basta estudiar el comportamiento del módulo 
de diferenciales con polos a lo largo de esta carta. 
El Lema 2.6.5, nos dice que en la carta afín B, el módulo de diferenciales 
con polos está generado por los elementos 
Por 2.6.7 (2.25), la relación 
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en w ( T ) = ,  d a  lugar a la relación: 
(al + a2ü2 t . .   t atüt)dui t a2ui& t . .   t alvi&, t 
dv, du, 
t a t + ~ d u t + ~  t ...+ a,- t . .   +a,- t . .   + nddud = 0,  (2.31) 
u, u, 
a lo largo de la carta afín B. 
Como por hipótesis a, es una unidad para algún j E {t t 1,. . . , d } ,  alguna 
de las coordenadas que aparecen en la relación (2.31) será una unidad. Esto 
nos garantiza qiie Wl es un esquema casi-liso sohre Y ya que: 
i. Un argumento similar al desarrollado en 2.4.5 nos permite concluir que 
Wl es iin esquema casi-liso en la carta afín que hemos descrito. 
ii. 1 se puede cubrir con cartas afines de este tipo, donde un razon- 
amiento similar nos conduce a las mismas concliisiones. 
Caso vertical. 
Supongamos ahora qiie Z es vertical. Consideraremos en primer lugar la 
carta 
como en el Lema 2.6.5, y sea B1 = Spec(B1). 
Por 2.6.7 (2.24) l a  relación 
dv, du, 
aldv, t.. .+a,-~dv,-~+a,--t. . .+a,-+a,+ldu,+lt.. .+addud = O (2.32) 
u* u, 
en w(a), ,  da Iiigar a la relación en w ( T , ) ,  
d ~ l  (alvi  + a2Ü2ul + .  . . t a,-lüs-lui + a ,  t . .   t a l ) -  t 
u, 
dv, di, 
t a 2 u i A 2  f . .  . t a,- lu~dv,-~ t +a,= t . .   t at: t 
U d  u1 
en la carta afín B1. 
Caso vertical permisible d e  primera clase. 
Si Z es un centro permisible de primera clase en x, en la relación (2.32) existe 
j E {S,. . . , d }  tal que aj es una unidad e Ow,,, y por lo tanto entonces al 
menos uno de los coeficientes de la relación (2.33) es una unidad en B1. 
Caso vertical permisible d e  segunda clase. 
Si Z es un centro permisible de segunda clase en x, entonces se tiene que: 
< Q,+I,. . , ad >C< a, ,  . . . , ad >C I ( Z ) = .  (2.34) 
Como r : W + Y es casi-liso en x,  en la relación (2.32) existe j E { 1 ,  . . . , s- 
l }  tal que aj es una unidad en Ow,. Por (2.34) podemos extraer factor 
común vi de la relación (2.33), 
Por definición w(rl)  es iin haz de módulos sin torsión, Iiiego de la relación 
(2.35) dediicimos que: 
Recordamos ahora que existe j E {1, . . . , s - 11, tal qiie a,  de la relación 
(2.32), es tina unidad en OLv,, y por tanto en ¿?l. 
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Sea ahora 
y sea Bz = Spec(Bz). Por el Lema 2.6.6, el módulo de  diferenciales con polos 
a lo largo de la carta afín B ,  está generado por los elementos 
Por 2.6.7 (2.26), la relación 
en w(r),, da  1itga.r a la relación 
en w(r l ) ' en  la carta. afín B2. 
Un argiimento siinilar al aplicado en el caso anterior prueba. el teorema 
tanto si Z es iin centro permisible de primera clase en x como si lo es de  
Ut,iliza.ndo iin argumento similar al que se expiiso en 2.4.5 y puesto qiie 
e-'(x) se piiede cubrir con carta.s afines como las que hemos descrito, pode- 
mos concliiir qiie el haz de módulos w ( r l )  es localmente libre de rango d - 1. 
O 
Definimos a continuación, una clase muy particiilar de centros permisi- 
bles: 
Definición 2.6.11 Sea n : W --i Y un morfismo casi-liso. Para cada 
punto cermdo y E Y sea 
donde { H ; ,  . . . , H;,,,)} es un conjunto de hipersuperficies mgulares con cruza- 
mientos normales. Diremos que Z C W es un centro combinatono s i  es 
irreducible y y para algún punto cerrado y E Y: 
z =  H,Y,n . . .  nHjY, 
con j i  E 11,. . . r (y) )  para i = 1, .  . . , k, y 1 5 k 5 n(y). 
Observación 2.6.12 Comprobaremos a contiiiiiación que si Z es un centro 
combina.torio, entonces: 
i. Z es iin centro vertical. 
ii. Para t,odo punto cerrado x E 2, el centro Z es permisible de primera 
clase. 
Sea x E Z iin punto cerrado, con n(x) = y, y m(y) =< T >C OyIy 
En Owi5 fijamos iin sistema regular de parámetros ordenado de manera ade- 
cuada, 
{ V I ~ . . . ~ V ~ } ,  (2.40) 
de modo que, 
T = v .va' . . . . .U:', con v una unidad en Ow,,, y a,, . . . ,a, E m,,, 
1(Z) ,  =< u,, . . . ,«l; >, con s 5 k 5 r ,  (luego Z es vertical). 
Con estos datos, el módiilo de diferenciales con polos w(n), está generado 
por los elementos 
Piiesto que. el morfismo n : W -+ Y es cnsi-liso, existe iina relación qiie 
vincula a los elementos de (2.41): 
donde algiino de los coeficientes ai es una unidad en Oiv,,. Ahora se observa 
de inmediat.0 qiie alguna de las condiciones de 2.6.8 ((a,.¡) ó (a.ii)) se verifica 
para Z. 
2.7 El Ideal Jacobiano. 
En la sección 2.6 hemos trabajado con un criterio local de permisibilidad 
con el que hemos comprobado qiie se preserva la casi-lisitud por explosiones, 
(Definición 2.6.8, Teorema 2.6.10). Uno de los objetivos de esta sección será 
comprobar que la Definición 2.6.8 no depende de las coordenadas escogidas 
en un punto. Para ello, introduciremos una nueva herramienta: el Ideal 
Jacobiano correspondiente a un subesquema cerrado. Este invariante, nos 
permit,irá también, decidir cuándo la restricción de un morfismo casi-liso a 
un siibesqiiema cerrado es un morfismo casi-liso. 
2.7.1 Dado un morfismo n : W -+ Y casi-liso, hemos construido el haz de 
Ow- módulos w(s) ,  junto con una derivación 
Consideremos ahora un subesquema cerrado Z c W definido por un 
haz de ideales 1 ( Z ) .  Con estos datos, construimos la sucesión exacta de 
Oz-módiilos: 
donde C denota el conúcleo del morfismo d ((V3, $41). 
Utilizando la sucesión exacta (2.44), definiremos de un modo natural, un 
haz de diferencia.les con polos logarítmicos, "restringido" a Z cuandoéste sea 
un centro horizontal geométricamente permisible. 
Piiesto que w(n) @ Oz es iin haz de Oz-módulos localmente libre, a 
partir la sucesión exacta (2.44) podemos definir Ideales de Fitting asociados 
al coniicleo C. 
2.7.2 Si Z c CV es iin subesqiiema plano sobre Y,  es natural considerar 
ideales de Fitting, de orden igiial a la codimensión de 2,  en la silcesión 
exacta (2.44). Obsérvese, que en este caso, tiene seiit,ido pla.nt,earse si la 
restricción 
n I z :  z -' Y 
es iin morfismo casi-liso, ya que el morfismo restringido es plano. 
Supongamos que Z es un centro horizontal permisible. Sea x E Z un 
piinto cerrado con n(x) = y E Y y m(y) =< r >C O>,,,. Fijemos un sistema 
regular de parámetros en Ow,,, {vi, .  . . ,vd}, de modo qiie como en 2.6.1, 
con v E Ow,, una unidad, y además 
El módulo d e  diferenciales con polos w(lr), está generado por los elementos 
y puesto que el morfismo lr : W -, Y es casi-liso, existe una relación en 
w(n),: 
donde algiino de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,. 
De hecho, si Z es iin centro horizontal perniisihle, entonces existe algún 
i E { t  + 1 , .  . . ,d}  tal que ai E Ow,, es una unidad. Como conseciiencia, 
localmente en x, la sucesión exacta (2.44) nos dice que C, es iin Oz-mótlulo 
generado por los elementos 
ctv, &, &*+ l , . . .  ,düs-l, T,.  ., r , d ü r + l , .  . . ,&d 
va 'Jr 1 
ligados por la. rela.ción: 
donde ¿ik denota la clase de a,, en Oz,, y algún üi es una. unidad, para 
i € { t + l ,  ..., d } .  
En este caso, claramente lrz : Z + Y es iin morfismo casi-liso, y 
2.7.3 Supongamos ahora que Z  C W, es un subesquema vertical. Si 
suponemos, por ejemplo, que Z  es irreducible, entonces n ( Z )  = y  E Y ,  
donde y es un punto cerrado en Y. Sea m ( y )  =< T >C Ov,,. Puesto que 
x  : CV + Y es un morfismo casi-liso, existe un conjunto hipersiirperficies 
regulares con cruzamientos normales en W, de modo que. 
= {H, , .  . . , H,}. 
Si las ordenamos de manera adecuada, podemos suponer que 
donde 1 5 1 5 n. 
Si además suponemos que Z  es un subesquema regular, en cada punto 
cerrado x, existe iin sistema regular de parámetros {vi,. . . , vd}, de modo que 
s = v . u;' . . . . . v,Ok, donde v E Ow,, es una unidad, y 
-4 . 
donde 1 + k es la codimensión de Z ,  y f ,  E Ow,,, para j = 1 + 1,. . . , I  + k. 
Con estos datos, ~ o d e m o s  describir la imagen por d de Z(Z) , /Z(Z)Z,  en 
la silcesión exacta (2.44). Obsérvese que: 
=< d ( f i + ~ ) ,  . . ., d ( f i + k )  > mod T ( Z ) =  
ya que para i = 1, ... , l :  . 
A la vista de este resultado, se dediice fácilmente que el ideal de Fitting 
generado por los menores de orden igual a la codimensión de Z  es nulo, 
así que no nos aporta demasiada información, y sólo comenzamos a obtener 
información relewnte considerando el ideal generado por menores de orden 
k. 
2.7.4 Sea Z  un silbesquema vertical e irreducible de  l,V, con x ( Z )  = y un 
piint,o cerrado en Y. Consideremos el conjunto de  hipersuperficies regulares 
con criizamientos normales que conforman la fibra del morfismo x  : W + Y,  
sobre el punto y: 
Bajo estas condiciones definimos el número natural 
Si Z es horizontal definimos l z  = 0. 
Definición 2.7.5 S e i  R : W --t Y u n  morfismo casi-liso, y Z C W u n  
subesquemn irreduciblc de codimensión t .  Consideremos In sucesión ezacta 
Definimos el Ideal Jacobinno de 2, como el haz de ideales de Fitting generado 
localmente por todos los menores de orden ( t  - l z )  x ( t  - l z )  de Iit¿(d) C 
W ( K )  BOw OZ, y lo denolnremos por Az.  
Observación 2.7.6 Si Z es un centro horizontal, entonces l z  = O en 2.7.4, 
y la Definición 2.7.5 coincide con la ya introdiicida en [V3, §4]. 
2.7.7 Cálculo del  Jacob iano  para cent ros  geomét r i camente  permisi-  
bles. 
Sea Z c M' un centro geométricamente permisible de codimensión t .  In- 
cluimos a continuación iin cálculo explícito del Ideal Jacobiano de Z en iin 
punt.0 cerrado z E Z. 
Seax E Z iin punto cerrado, con ~ ( x )  = y E Y, y sea m(y)  =< T >C Oy,,  
su ideal jacobiano correspondiente. En Ow,,, escogemos un sistema regular 
de parámetros 
{vi , . . . ,vd} (2.46) 
de modo que 
T = v . u:' . . . . . u:., con v una unidad en Ow,,, y ai E para 
z = S ,  ..., r;  
El módulo de diferenciales con polos w(r), está generado localmente en z 
por los elementos 
y puesto que rr : W + Y es un morfismo casi-liso, existe una relación que 
vincula a estos generadores: 
donde alguno de los coeficientes ni es una unidad en Ow,,. 
Caso horizontal. 
l*) 
Por la Definición 2.7.5, para construir Az,, debemos considerar los menores 
de orden t x t de Im(d) en la siicesión exacta (2.45). 
Es posil>le, sin embargo, darle otra lectura a esta construcción. El Ow,- 
módulo libre w(s), se puede interpretar como el cociente del Ow,,-módulo 
libre de  rango d (con una base en correspondencia con los elementos de  (2.47)) 
por la relación definida por las coordenadas en (2.48). 
En estas condiciones, a la matriz correspondiente a Im(d), le añadimos 
una fila, que corresponderá a la relación (2.48). Denotaremos a esta nueva 
matriz por D. De este modo, podemos calcular Az,, tomando menores de 
orden t + 1 en la matriz D. 
Piiesto que 1(Z) ,  =< V I , .  . . ,u ,  > se tiene que 
Y ahora, se obtiene fácilmente que 
A z ,  =< a t+ l , .  . . ,ad > ( mod < V I , .  .. ,u t  >). (2.49) 
Caso vertical. 
Sea H; = V(< vi >), para i = S,. . . , r ,  y sea 
l z  = f l {Hi : Z c H ; }  
como en 2.7.4. 
Por la Definición 2.7.5, para calcular Az, debemos considerar los menores 
de orden ( t  - l z )  x ( t  - Iz), en la matriz de Im(d) en la sucesión exacta 
(2.45) de 2.7.5. Sin embargo podemos argumentar de  modo similar a como 
lo hemos hecho en el caso horizontal, y calcular A z ,  utilizando los menores 
de  orden (t - lz + 1) x (t - lZ + 1) de la matriz correspondiente a Im(d) a 
la que agregamos una fila correspondiente a la relación (2.48). Como para 
i E { S , .  . . , r )  se tiene que 
deducimos que: 
' a l  . a a, ... a t  .. . a, ... ad 
l . . .  o o . . . o . . . o . . . o  
. . 
o . . .  1 O . . . O . . . O . . . O  
o . . .  o v , . . .  o . . . o . . . o  
. . 
. . 
o . . .  o o . . . v t . . . o . . . o  
.4sí se concluye de manera inmediata que 
A z ,  =< a,, . . . , a d  > ( mod < vi, .  . . ,u t  >). (2.50) 
En [V3, 4.31 se prueba el siguiente teorema sólo para centros horizontales: 
Teorema 2.7.8 [V3, 4.31 Sea ?r : W + Y un morfismo casi-liso, Z C 
W un subesq~tema plano sobre Y, irreducible y de codimensión t. Enfonces 
A z  = Oz s i  y sólo si  Z es un centro horizontal permisible. 
Incluimos aquí tina nueva versión del Teorema 2.7.8, en la tratamos tanto 
con centros verticales como horizontales. En este sentido, el Twrema 2.7.9 
es una generalización del Teorema 2.7.8. 
Teorema 2.7.9 Sea x  : W + Y un morfismo casi-liso, Z C W un 
subesquema irreducible de codimensión t .  Entonces: 
i. Si Z es un centro geométricamente permisible y existe un punto c e m d o  
x  E Z en el que Az, = O ,  entonces Az = O y Z es un centro vertical 
permisible. 
. . 
ti. Si Az C Oz no es el haz nulo entonces Az., = Oz,, si y sólo si Z es 
un centro permisible en x .  
Demostración: 
i. Sea Z C W un centro geométricamente permisible. Si existe un punto 
cerrado x  E Z tal que A z ,  = O, entonces como Z es irreducible y w ( r )  
es coherente, el haz de ideales Az es idénticamente nulo en Oz. 
Sea ahora x  E Z, un punto cerrado con x ( x )  = y, y sea m(y) =< T >C 
Ov,y su ideal maximal correspondiente. En Ow,, existe un sistema 
regular de parámetros {ul, .  . . , ud} como en 2.6.1, de modo que 
con u E Ow,, una unidad y además 
con a < t < r (veremos en el Corolario 2.7.11 y en la Observación 2.7.12, 
si Az es idént.icainente nulo en Oz, entonces necesariamente % es ver- 
tical. 
Puesto que el morfismo x  : W -, Y es casi-liso, el módulo de diferen- 
ciales con polos, w ( x ) , ,  está generado por los elementos 
ligados por tina relación: 
CAP~TULO 2. MORFISMOS CASI-LISOS 
donde algún coeficiente a; es una unidad, para algún i E {l,. . . , d } .  
Ahora., iin cálculo explícito como en 2.7.7 (2.50), nos dice que 
A z ,  =< a , , .  . . ,a,i > ( mod Z(Z),) 
Como por hipótesis A , ,  = O ,  se tiene qiie 
por lo que concluimos que, necesariamente, Z es un centro permisible 
de  segunda clase en x. 
ii. El caso horizontal está probado en [V3], y en la prueba que aquí ex- 
ponemos sólo tra.taremos el caso vertical para evitar tener que consitle- 
rar, repetidamente y por separado, el caso horizontal y el vertical. Sin 
embargo, y como se verá en el desarrollo de la demostración, ésta es 
perfecta.mente adaptable para el caso horizontal. 
Supongamos, por tanto, que Z es vertical. Sea n (Z)  = y E Y un punto 
cerrado con ideal maximal m(y) =< T >C O),,,. Sean como en 2.7.4 
E, = T - ' ( ~ )  = { H , , .  . . , H , )  
lz = fl{H; E E, : Z c H i } .  
Como Z es vertical, lZ > 1. 
(+) Sea x E Z iin ponto cerrado, (nótese que n(x)  = y),  y supongamos 
que A3,, = Oz3,. Qiieremos probar que Z es permisible en el piinto x. 
Para ello escogeremos un sistema regular de parámetros adecuado en 
Ow,,, de modo que podamos aplicar el cri ter io locol de permisibiiidad 
qiie ya se introdujo en 2.6.8. 
Sin pérdida de generalidad, podemos siiponer qiie existe un sistema 
regular de parámetros {vi,. . . , v d } ,  tal que: 
e tenemos iina expresión para T :  
donde v E (3w,= es una unidad, y a; E 
para i = 1,.  . . , T ,  II, = V ( <  vi >) E E,, 
además, se tiene la inclusión 
Z C H 1  T i . . .  TiH,. 
Puesto que por hipótesis 
existen elementos f l , .  . . , ft-1 E Z(Z), c O W , ~ ,  y DI,. . . , Dt-, E w'(s), ,  
tales que 
Det(Di( f,)) = 11 
donde 11 es una unidad en Oz,,. 
Afirmación: Los elementos 
{VI, .  . , ~ , , f l , .  . r ft-11 ..J. 
-. 
se pueden extender a un sistema regular de parámetros e n  Ow,,. 
Para probar esta afirmación, basta probar que los elemen- 
tos {ül , .  . . ,ü , , f l , .  . . ,f;t-l} son linealmente independientes 
en el k(x)-espacio vectorial m ( x ) / m ( ~ ) ~ .  (Para a E m(+), 
a denota su clase en m ( x ) / r n ( ~ ) ~ ) .  
Obviamente 
es un conjunto de elementos linealmente independientes en 
m ( ~ ) / m ( x ) ~ ,  puesto que por hipótesis 
es iin sistema regular de parámetros en Olv,. 
Por otro lado, 
es también un conjunto de elementos linealmente indepen- 
dientes en m ( ~ ) / m ( x ) ~ ,  ya que como 
la aplicación lineal 
envía los vectores {f,, . . . , ft-[} a ( t  - I )  vectores linealmente 
independientes en k(s)'-l. 
Suponga.mos que existen element.0~ c l , .  . . , c,+,-l E k(z),  
tales que: 
y supongamos que para i E {r + 1,. . . , r + t - 1 )  algún coefi- 
ciente ci es no nulo. En tal caso y sin pérdida d e  generalidad 
podemos suponer que c,+~-I # 0, por lo tanto: 
lo que contradice el hecho de que 
Luego, necesariamente, ci = O, para i E {r + 1,. . . , r + t - l } ,  
y la expresión (2.52), queda: 
de  donde deducimos que c, = O, para i = 1,. . . , r. 
En conseciiencia, 
< VI,. . . ,v1,f1, . .  . ,ft-l > 
es un ideal primo regular contenido en 1(Z),. 
Como Z es un subesquema irreducible de codimensión t ,  necesaria- 
mente 
Z(Z), =< VI,. . . ,Vl,fi> .. . ,ft-1 > . 
Además podemos escoger un sistema regular de parámetros en Ow,,, 
{ul , .  . . , u d ) ,  de modo que 
T = 11.  
. . . . .U:', donde u  E Ow,,, es una unidad, a; E N,,,, y 
r - s + l = l , y a d e m á s  
Z(Z), =< u , ,  . . . ,u1 >, con s 5 t 5 r. 
El módulo de diferenciales con polos, w(lr),, está generado por los ele- 
mentos 
vinciilados por tina relación: 
donde alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,. 
Un cálculo explícito como en 2.7.7 (2.50), nos muestra qiie 
A,, =c a,,  . . . ,ad > mod Z(Z),. 
Como por liil>ótesis 
A , ,  = Oz,z, 
existe i E { t  + 1 , .  . . , d } ,  tal que a; es una unidad en la relación (2..55), 
y como conseciiencia Z es un centro permisible de  primera clase en el 
piinto x. 
(e) Siipongamos ahora que Z es iin centro vertical permisible. Sea 
s E Z un plinto cerrado con a(x) = y y m(y) =< T >C O Y , ~  Nuestro 
objetivo es probar que entonces Az,, = Oz7. 
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Podemos escoger un sistema regular de parámetros en Ow.,, 
de modo que 
Z(Z), =< V I ,  . . . > Vt > 
Y 
7 = V .v,a8. . . .  .u;', 
con v E Ow,= una unidad, y s 5 t < r. 
El módulo de diferenciales con polos, w(?r),, está generado por los ele- 
mentos 
ligados por una relación: 
con t - s + 1 = 1, y alguno de los coeficientes a; una unidad e n  Ow,,. 
Puest,o que por hipótesis: 
O # Az,, =< a,, . . . , ad > mod Z(Z) ,  
y el centro Z es permisible, necesariamente debe ser permisible de 
primera clase. Esto quiere decir que a;  es una unidad, para algún 
z 2 s, y por lo tanto 
A , ,  = o , , .  
Observación 2.7.10 Por el Teorema 2.7.9 y los cálculos explícit,os de 2.7.7, 
podemos deducir, que si Z c W es centro permisible en un punto cerrado 
x E Z, entonces es permisible de primera cla5e en x si y sólo si Az,, = Oz,= 
y es permisible de segunda clase en x si y sólo si Az,, = 0. 
Con ayuda del Teorema 2.7.9, nos encontramos en condiciones de justificar 
el Criterio local de Permisibilidad que hemos introducido en 2.6.8. Es este 
uno delos propósitos del siguiente corolario: 
Corolario 2.7.11 Sea Z C W un subesquema imduc ib le  y sea x E Z u n  
punto cerrado. Entonces Z es un centro permisible de primera o segunda 
clase en x in.dependientemente del sistema mgular de parámetros escogido 
e n  Ow,= para la presentación de I (Z) , .  Además, si Z es permisible en u n  
punto cerrado x entonces existe u n  abierto que contiene a x e n  el que Z es 
permisible. 
Demostración: Sea Z C W un subesquema irreducible, y x E Z un punto 
cerrado. Por el Teorema 2.7.9 y la Observación 2.7.10, Z es permisible de 
primera clase en x si y sólo si Az,, = Oz,,, y es permisible de segunda 
clase en x si es geométricamente permisible en x y Az,, = O. Ahora basta 
observar que estos ideales de Fitting son independientes del sistema regular 
de parámetros escogido para su construcción, lo que prueba la primera parte 
del corolario. 
En cuanto a la segunda afirmación, basta observar que si Z es permisible 
de primera clac en iin punto, entonces A z ,  = Oz,,, y por tantoJexiste un 
abierto U c Z con x E U donde ésto sucede. En cambio, si Z es permisible 
de segunda clase en x entonces A z ,  = O, y como Z es irreducible y w ( x )  es 
un haz de módulos coherente, necesariamente Az = O. O 
Observación 2.7.12 Si Z c I.V es un centro horizontal permisible, es, en 8 .  
particular, regular, y por tanto genéricamente liso sobre el esquema Y. Es 
. . 
,'. 
decir, existe un  abierto no vacío V c Y tal que el morfismo restringido 
es liso. Por lo tanto, para todo punto cerrado x E ?r-'(V) n Z el centro Z 
es perniisible de primera clase. Podcmos concluir entonces que si un centro 
horizontal es permisible en un punto, entonces es permisible de primera clase 
en ese punto. 
Observación 2.7.13 Por la Observación 2.7.10, el Teorema 2.7.9 nos d a  tina 
condición necesaria y suficiente para que un subesquema cerrado Z C W sea 
permisible de primera clase. En cambio puede suceder que Z C 1.11 sea un 
subesquema cerrado no permisible, con A z  = O. Tal cosa es posible porque 
el hecho de que Az = O no garantiza que el centro sea geométricamente 
permisible. Ilustramos a continuación una situación de este tipo. 
E jemplo  2.7.14 Sea p E Z un primo. Consideremos el anillo 
sobre Y = Spec(Z). Sea W = Spec(A). Para evitar una escritura exce- 
sivamente complicada, dado un elemento a E Z[ul ,  u2, u3, u4] denotaremos 
también por a a sii clase en el anillo A. Sea x el punto cerrado de W corre- 
spondiente al ideal ma.ximal 
Comprobaremos en primer lugar que el morfismo natural 
es casi-liso. Clara.mente W es un esquema íntegro y regular, y el morfismo 
?r : W -t 1' es separado, de tipo finito y plano sobre Y. Comprobaremos a 
continuación que w(s) es localmente libre de rango 3. 
Sea y = x(x) con m(y) =< p >C Oy,,. Sea U = Y - {y}. Es claro que 
el morfismo 
x Ir-,("): x-l(U) - u 
es liso. Nos resta por tanto analizar la fibra de x : W -t Y sobre el punto 
Y.  
El módulo de diferenciales con polos w(?r),, está generado por los elemen- 
La relación que vincula a. estos generadores se obtiene al considerar la ex- 
presión: 
d p  ' d  ( U ? U ; ( ~  + u2 $ ~ 2 ~ 3 ) )  o = - =  - 
P u711;(1 + u2 + 1 1 2 ~ 3 )  
Por lo que deducimos que la relación que buscábamos es: 
Como el coeficiente qiie acompaña a d"f en la relación (2.59), es una unidad en 
Ow,,, el morfismo ?r : W - Y es casi-liso en el punto x. Ahora, utilizando 
un argumento similar al desarrollado en 2.4.5 podemos concluir que W es un 
esquema casi-liso sobre Y. 
Consideremos aliora el subesqiiema regular Z C I.V determinado por el 
ideal: 
P z(z) =< U2,ll4 - U3 > . 
Claramente Z no es un centro geométricamente permisible, así que no es 
permisible. ... 
Como lz = 1, el ideal jacohiano de Z en el punto x ,  viene dado por: 
112 
u4 + pu$-'(l t u2 t 112113)) ( mod < 212,214 - U: >) = 1 $ u2 + u2u3 
= O ( m o d  < u 2 , u 4 - u :  >). 
Observación 2.7.15 Si Z C W, y Az = 0, cabría plantearse la posibili- 
dad de considerar además Ideales de Fitting de orden menor, con ohjeto de 
completar la información procedente del Ideal Jacobiano. Sin emhargo, el 
Ejerriplo 2.7.14, ya nos ofrece una respuesta negativa en este sentido, pues si 
denotamos por A$ los Ideales de Fitting constriiitlos con menores de orden 
j ,  lo que ohtenemos es: 
1 O = A z = A z = ~ ~ A " , U z , x  
lo que no es iina infoririación muy relevante. 
Proposición 2.7.16 Sea n : W -4 Y un morfismo casi-liso, y sean V C 
Z c W dos centros geométricamente permisibles. Si eriste un punto cerrado 
x E Z en el que Z no es permisible ( o es permi.sible de segunda clase) y 
entonces V es un centro permisible de segunda clase en todos sus puntos. 
Demostmción: Comprobaremos que 
A , ,  = O mod Z(V),. 
Como V es geométricamente permisible el el Teorema 2.7.9 nos asegura que 
con esta condición V es un centro permisible. 
Sea n(z) = y E Y, con m(y) =< T >C O,,,y En Ow,, fijamos un sistema 
regular de  parámetros 
{VI,.. . , V d )  (2.60) 
de modo que 
T = V . ~ : ' . . . . . V ~ '  7 l
donde v es una unidad en Ow,,, y U.; E N,,,, para i = S,. . . , r .  
El módulo de diferenciales con polos w(n) ,  está generado por 
y hay una relación que los vincula 
con a; una. unidad, para algún i E 11,. . . , d ) .  
Supongamos adem6.s que 
Distinguiremos dos casos, según Z sea horizont,al o vertical: 
Si Z es horizontal ent,onces 1 5 t < s. 
Eiit,onces por 2.7.7 (2.49), 
A , ,  =< . . , a d  > m0d Z(Z),. (2.63) 
Como V C Z, podemos suponer que, ordenando adecuadamente los 
pará.metros en (2.60), o bien se tiene: 
con s 5 k 5 r  y  r  + 1  5 1 5 d ,  y  en tal caso utilizando los resultados 
de 2.7.7 (2.50), 
Av,, =< a l + l , .  . , a , ,  . . . , a , ,a i+ l ,  . . . , ad > mod Z(V),; (2.65) 
o bien 
Z(V), =<vI,...,v~,v,+I,...,V~>, (2.66) 
con' r  + 1 < 1 < d, en cuyo caso por 2.7.7 (2.50), 
A , ,  =< a t t 1 , .  . . , a , ,  . . , ad > mod 1(V),. (2.67) 
Como por hipótesis: 
A z ,  c Z(V), mod I ( Z ) ,  
por (2.65) y  (2.67) se tiene que 
Av$ = O mod Z(V), 
Obsérvese que como conseciiencia no es posible que el centro V sea 
Iiorizontal (2.7.11 y 2.7.12). Por lo tanto no se puede dar una sitiiación 
con V como en (2.66). 
Si Z es vertical suponemos ordenado el sistema regular de parámetros 
(2.60) de modo que s 5 t 5 r.  
En este caso, por 2.7.7 (2.50), 
A z ,  =< a,,  . .. , a d  > mod Z(Z),. (2.68) 
Supongamos, además que, ordenando el sistema regular de parámetros 
tlemodo adeciiado, 
Z(V), =< u,,. . . , V l , .  . . ,Vk,V,+l>. . <VI >, 
con! < k < r , y r + l < l < d .  
Entonces, por 2.7.7 (2.50), 
AV,, =< a,, . . . , a , ,  al+,, . . . , ad > mod-Z(V),. (2.69) 
De nuevo, como por hipótesis 
A , ,  c Z(V),, 
por (2.69) y  (??) se tiene que 
A , ,  = O mod Z(V),. 0 
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2.8 Casi-lisitud para subesquemas inmersos. 
Continuando la línea de trabajo iniciada en la sección 2.7, nos planteamos el 
ahora el siguiente interrogante: Sea W iin esquema de dimensión d,  
un morfismo casi-liso, y Z c W un subesquema cerrado y plano, jcuándo es 
el morfismo restringido 
x lz: z + Y 
un morfismo casi-liso? 
Si Z C W es un centro horizontal geométricamente permisible de codi- 
mensión t ,  ya hemos comprobado, que existe un modo natiiral de restringir 
el haz de diferenciales con polos w(x) a w(x lz) (2.7.1). Además, el Teo- 
rema 2.7.8, que aparece en, [V3, 4.31, nos da una condición suficiente para 
que el haz de Oz-módulos, w(x lz), sea localmente libre de rango d - 
t - 1. Adoptaremos como definición de subesquema casi-liso esta condición 
(Definición 2.8.1). Sin embargo comprobaremos que esta condición no es en 
realidad necesaria, (Observación 2.8.2, Ejemplos 2.8.3 y 2.8.4). 
Definición 2.8.1 Diremos que un subesquema cerrado Z C W es un subes- 
quema casi-liso si es un centro horizontal permisible. En tal caso 
denotará el morfismo cnsi-liso definido por la restricción de 
Observacióii 2.8.2 Sea Z c W u11 centro Iiorizontal geoinétricament.e per- 
misible, y sean Az, y A;, los jacobianos de Z referidos a la inmersión y al 
morfismo restringido x I Z ,  respectivamente. En este caso se puede comprobar 
que a.mbos está11 relacionados: A: es el ideal A z  del que hemos eliminado 
las componentes de altura 1 (2.7.2). En este sentido, piicde muy bien siiceder 
que Z C W no sea. un esquema casi-liso visto como subesqciema de W, y que 
sin embargo, el morfismo restringido x I Z :  Z + Y sea casi-liso. Ilustramos 
una situación de este tipo en el siguiente ejemplo: 
Ejemplo 2.8.3 
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Consi<leremos el anillo: 
los esquemas W = Spec(A) y Y = Spec(Z), p un primo en íZ y el morfismo 
natural: 
a : W -, 1'. 
Como ya hemos señalado en otras ocasiones, para evitar notaciones exce- 
sivamente recargadas dado un elemento a E Z[vl ,u2] denotaremos también 
por aa. su clase en el anillo A. 
Sea x el punto cerrado 
Claramente W es iin esquema regu1a.r e integro, y el rnorfisrno a : W --+ Y 
es de tipo finito, separado y plano sobre Y. Este morfismo esl iso sobre 
todos los puntos cerrados de Y salvo sobre el punto correspondicnte al idcal 
maximal < p >. Sea y = V(< p >). 
El módulo de diferenciales con polos, w(a) ,  está generado por los elemen- 
tos 
vinculados por la relación 
Por lo que es claro que a : W --+ Y es un morfismo casi-liso en el punto x. De 
esta íiltima expresión y razonando como en 2.4.5 se dediice que a : W -+ Y 
es casi-liso en ciialqiiier punto cerrado de la fibra sobre el punto y. 
Consideremos aliora el subesquema Z c W determinado por el ideal 
Claramente, Z es un  centro geométricamente permisible para el morfismo 
a :  W -4 1'. 
Por 2.7.7 (2.19), se tiene qiie 
A z ,  =< p > mod Z(Z),, 
por lo qite Z no es casi-liso como subesquema inmerso en W. Sin embargo 
o z = Z [ ~ ] / < p - v p > ,  
donde VI denota la clase de v, en A/ < v2 >. Es claro que 
(ver Observación 2.4.2), y por tanto el morfismo 
7r lz: z -) Y 
es casi liso. 
Cuando Z C W no es un centro geométricamente permisible, la relación 
entre los jacobianos Az y A; ya no es tan obvia: 
Ejemplo 2.8.4 Sea 
A = Z[ol ,  vz] 
W = Spec(A), Y = Spec(Z) y x = V(< p, vl,v2 >). De nuevo consideramos 
el morfismo natural 
7 r : W - - + Y  
que es liso y por tanto casi-liso. 
Sea Z  c W sl subesqiiema cerrado determinado por el ideal 
El subesquema Z  es plano sobre Y, pero no es geométricamente permisible. 
Un sencillo cálculo nos dice que: 
A , ,  =< V I ,  u2 > mod I ( Z )  
por lo que Z no es un subesquema casi-liso como subesqiiema. inmerso de CV. 
Sin embargo, el morfismo restringido: 
es casi-liso, puesto que w(7r I Z )  está generado por los elementos 
vinculaclos por la relación: 
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Trataremos problemas en los que trabajaremos con subesquemas ca4- 
lisos, inmersos en iin medio ambiente casi-liso. Nos gustaría, por lo tanto, 
garantizar que por explosiones en centros permisibles para el medio ambiente 
no perdemos la casi-lisitud de los subesquemas con los que trabajamos. Los 
Teoremas 2.8.5 y 2.8.6 dan una respuesta en esta dirección. En la sección 2.9 
ofrecemos un est.udio más amplio de este tipo de sitiiaciones. 
Teorema 2.8.5 Sea x : W d Y un morfismo casi-liso. Sea Z C W ,  un 
subesquema casi-liso. Entonces un subesquema V c Z es un centro perniisible 
pam Z -+ Y si y sólo si es un centro permisible pnm x : W -, Y .  Además 
ser6 de primera o segunda clase pam uno de los morfismos si y sólo si lo es 
pam el otro. 
Demostración: Sea x E V c Z c W un punto cerrado con x(x) = y y 
m(y) =< T >C OYIy. Entonces V es un centro geornétricamente permisible 
para Z si y sólo si es iin centro geométricamente permisible para W. En Ow,, 
escogemos un  sistema regular de parámetros como en 2.6.1, { u l , .  . . , ud} tal 
que: 
T = u .  u:' . . . . .u:., 
e 
S(V), =< u , , .  .. >u1 >C 
El módiilo de diferenciales con polos w(x), está generado por los elementos: 
vinciilados por una relación: 
dv, dv, 
Q I ~ ~ I  + . . . + ~ , - I ~ I J , - I  t a,- t.. . +a,- + a,+idu,+i +.  . . + addvd = O 
u* u, 
donde alguno de los coeficientes a ,  es una unidad en Ow,,. 
Puesto que V c Z podemos siiponer que 
Z(Z), =< u,, . . . ,u, >, 1 5 t .  
Como Z es horizontal de hecho podemos suponer que 1 < s. Dado un 
elemento b E Ow,, <leiiotaremos por b su clase módiilo Z(Z). 
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El módiilo de diferenciales con polos w(a lz). está generado por los ele- 
mentos 
vinculados por la relación: 
Para estos cálculos ver 2.7.2. Recordemos que Z es casi-liso en x (i.e. per- 
misible de primera clase en x). Existe por lo tanto i E {1+ 1,. . . , d} tal que 
a; E Ow,, es una unidad. Denotaremos por A$,, el jacohiano del centro V 
como subesqiiema de Z. 
Por 2.7.7 (2.49) y (2.50) se tiene qiie : 
Si V es horizontal ( t  < S): 
i. A , ,  =< a,+,, . . . ,ad > mod Z(V),; 
ii. A$* =< E,+,, . . . ,¿& > mod I(V), 
Si V es vertical ( t  _> S): 
i. A , ,  =< a,, . . . ,ad > mod Z(V),; 
ii. A$,, =< ti,, . . . ,¿id > mod I(V),. 
Podemos concliiir por ta.nt.0 que 
Av = A; C 0, 
y como conseciiencia la. conclusión del Teorema se sigue de los Teoremas 2.7.8 
y 2.7.9 y dc la Ohservación 2.7.10. O 
El teorema que enunciamos a coiitinuación no es una consecuencia iiimcdi- 
a ta  del Teorema 2.8.5. Recuérdese qiie dado un subesquema plano Z C W, 
puede siiceder que el morfismo 
sea casi-liso aunque Z no sea un centro permisible para W (ejemplos 2.8.4 
y 2.8.3). 
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Teorema 2.8.6 Sea Z c W un centro horizontal permisible para Ow,,, y 
sea V C Z un centro permisible. Sea W1 Ir W la ezplosión con centro V, y 
Z, c CV, el transjomado estricto de Z.  Entonces ZI C W, es un  subesquema 
casi-liso. 
Demostración: Sea x E V c Z un punto cerrado, a(x)  = y E Y y m(y) =< 
s > C  OY,y En Ow,, escogemos un sistema regular de parámetros conve- 
niente 
{ v ~ ~ . . . ~ v d )  
de modo que 
T = . U:' . . . . . con u una unidad en Ow, y <yi E 
1 ( Z ) , = < u l ,  ..., u,> con 1 < [ < S ;  
e Z(V), =< u1 ,..., ut  > con 1 I t  I d .  
El mótliilo de diferenciales con polos w(a), está generado por los elementos 
y existe una relación que los vincula 
donde alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,. Con estos datos 
y por 2.7.7 (2.49), 
A z ,  =< a,+l,. . . ,ad > ( mod Z(Z),). (2.73) 
Como hemos silpuesto que Z es un cent,ro horizontal permisible existe i E 
{ l  + 1,. . . , d )  tal qiie a; es una unidad en Ow,,. 
Consi<leremos la explosión con centro V: 
sea al = a o e y sea Z1 el transformado estricto de Z. 
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Si V es horizontal. 
En este caso se tiene que que 1 < t < s. Como V es un centro permisible, 
necesariamente debe ser permisible de primera clase, y por lo tanto por 2.7.7 
(2.49): 
A , ,  =< a t + l , .  . . ,ad >= O",=. (2.74) 
Existe pues i E {t + 1,. . . , d )  tal que a, es una unidad en Oiv,,. 
Consideremos la carta: 
Para i = 1 + 1,. . . , t - 1 definimos 
Por el Lema 2.6.5, en la carta Spec(B) el módulo de diferenciales con polos 
w(rrl) está generado por los elementos 
La relación (2.72) da lugar a la relación: 
Puesto que V es permisible de primera clase en x por (2.74) alguno de  los 
coeficientes involucrados en esta última relación es una unidad. 
En esta carta el transforinado estricto de Z, Z1, viene determinado por 
el ideal: 
Z(Z1) = < T I ,  . . .  >VI > . 
Sea x1  el punt,o cerrado correspondiente al ideal maximal: 
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Por 2.7.7 (2.49) se tiene que: 
por lo que Zl es un centro permisible de primera clase en xl. 
Si z 6 Z1 n Spec(B) n e-'(V) iin punto cerrado entonces podemos argu- 
mentar como en 2.4.5 para concluir que Z1 es permisible en y. 
Si V es vertical. 
En este caso se tiene que que s 5 t 5 r .  Por 2.7.7 (2.49): 
A , ,  =< as , .  . . , fld >= OV,,. 
Consideremos la carta: 
Para i E {l, ..., t }  sea 
- Vi 
u; = -. 
vt 
Por el Lema 2.6.6 en la carta Spec(B) el módulo de diferenciales con polos 
w(al)  está generado por los elementos 
La relación (2.72) da  lugar a la relación: 
dvt+~ dv, 
f l t t l -  f . .  . +a,- + a,+ldv,+l + . . . + addvd = 0. (2.79) 
V t t l  U, 
En esta carta el transformado estricto de Z, Z1 viene determinado por el 
ideal: 
l ( Z l )  = < V I  ,..., vi > .  
Ahora distinguiremos según V sea un centro permisible de primera o 
segunda clase en x: 
Si V es iin centro permisible de primera clase en x entonces por la 
Observación 2.7.10 y por (2.77), existe i E { S , .  . . , d) tal que a; es una 
unidad en Ow,,. 
Sea x2 el pitnto cerrado correspondiente al ideal maximal: 
Por 2.7.7 (2.49), 
y por lo tanto 
Az, ,z, = Oz,.y, 
por lo qiie Z1 es permisible en x2. Un argumento como el desarrollado 
en 2.4.5 nos permite concluir que Z1 es permisible en todo punto cerrado 
z E Zl n Spec(B) n e-'(V). 
Si V es un centro permsible de segunda clase en z entonces por la 
observación 2.7.10, 
Av,, = o C o , , .  (2.81) 
Puesto que Z es u n  centro permisible de primera clase en x, por (2.73), 
(2.77) y (2.81), existe i E { 1 +  1,. . . , s - l }  tal que a; es una unidad en 
Ow,=. Por (2.81) en la relación (2.79) podemos extraer factor común a 
vl y obtenemos: 
Como en el caso anterior, consideremos el punto cerrado x2 E Zl.  
Por 2.7.7 (2.49) se tiene que: 
2.8 CASI-LISITUD PARA SUBESQUEMAS ... 79 
por lo que Z1 es permisible de primera clase en xz. Por 2.4.5 podemos 
concluir que Z1 es permisible en todo punto cerrado z E Zl nSpec(B) íl 
e-l(v), 
Supongamos ahora que 1 + 1 < s. Consideremos la carta afín 
u1 u1+2 O , ,  - B = Ow,, -- Y " . ,  I . . . ,  Ul+l7 u1+1 
P a r a i  E 11, ..., t }  i # l + 1  sea 
Por el Lema 2.6.5, a lo largo de esta carta el módulo de diferenciales con 
polos w ( T ~ )  está generado por los elementos: 
La relación (2.72) da lugar a la relación: 
En esta carta el tra,nsformado estricto de Zl viene determinado por el ideal 
Distinguiremos de nuevo según V sea un centro de primera o segunda clase 
en z: 
e Si V es un centro de primera clase en x entonces por (2.77) existe 
i E { S , .  . . ,d} tal que a;  es una unidad en Ow,,. 
Sea x3 el punto cerrado correspondiente al ideal maximal: 
Entonces por 2.7.7 (2.49), 
A,, ,z3 =< ar+ivl+~, . . . , a a - l ~ ~ + l ,  as .  . . , ad >= Ozi.S3. 
Concliiimos por tanto que Z1 es un centro permisible de primera clase 
en x3. Sea : E Zl n Spec(f3) n e-'(V) un punto cerrado. Podemos 
concluir que ZI es permisible en : utilizando un arguniento similar al 
presentado en 2.4.5 
Si V es un centro permisible de segirnda clase en x entonces, 
Av,, = o C Ov,,, (2.85) 
y por (2.77) podemos extraer factor común VI+' en la relación (2.84). 
De este modo, 
a s  
nlü l  + ... + al+' + .  . . $ - 
V1+1 
clv, <tu; t.. . -,- (2) + . . . -+ (5) + . + (-) " 
VI+1 V, V l t l  VI+' (+-) dV7+' + . . . + ($) dVd = o. 
VI+' 
Como por Iiipótesis Z es permisible de primera clase en x, por (2.73), 
(2.77) y 2.85 existe i E { l  + 1,. . . , s - l}  tal qiie a; es una unidad en 
Ow,, Por 2.7.7 (2.49) se tiene que: 
de  donde dediicimos que Z1 es iin centro permisible de primera clase 
en x3. Para el resot de los puntos cerrados y E Z1 í l  Spec(f3) í l  e-'(V) 
argumentamos cmo en los casos anteriores. 
Podemos cubrir Z1 con cartas como las que hemos descrit ,~, por lo tanto se 
puede coiicliiir que ZI es un centro permisil>le de primera clase en todos sus 
puntos cerrados. 
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2.9 Inclusión de centros permisibles y esta- 
bilidad por explosiones. 
Consi<leremos un morfismo casi-liso 
y Z, V c W, con V n Z # 0, dos centros permisibles. Nos pregiintamos si 
tras la explosión con centro, por ejemplo V, el transformado estricto de Z 
segiiirá siendo permisible. 
En la sección 2.8, hemos ofrecido ya una respuesta. a esta cuestión en el 
caso de que V C Z y si Z es iin centro horizontal en el Teorema 2.8.6. Ahora 
completa.rernos el contenido de este teorema. 
Teorema 2.9.1 Sea .ir : W -+ Y un morfismo casi-liso, y sean V C Z C W 
centros (uerbicn/es) pern~isibles para W. Consideremos 
la explosión de W con centro V, y sea Z1 el transformado estiicto de  Z.  
Entonces Z1 es permisible para Wl . 
Demostración: Sea x E V C Z un punto cerrado, con x(x) = y E Y, 
y m(y) =< T >C Consideremos un sistema regular de parárnetros 
conveniente en Ow,,, 
{ ~ l ~ . , . ~ v d }  (2.87) 
de moclo qiie: 
T = v . u:. . . . . . u:', donde v  E Ow,, es tina unidad; 
T(Z), =< IJI,  . . . , vt >, con s 5 t 5 T (piiesto qiie Z es vertical); 
S(V), =< u,, . . . , vl,vj,, .. . ,u,, >, donde j; E { t  + 1,. . . , d )  
El rnódiilo de diferenciales con polos w(x), está generado por los elemen- 
tos 
vinculados por una relación 
donde algiino de los coeficientes a; es una unidad en Ow,,. 
Con esta notación y por 2.7.7 (2.50) se tiene que: 
Az., =< a,, . . . ,ad > mod Z(Z),. (2.90) 
Tras la explosión con centro V denotaremos por Z1 al transformado es- 
tricto de Z. 
Si Z es un centro permisible de segunda clase. 
Si Z es un centro permisible de segunda clase ent,onces por la Observación 2.7.10, 
Como consecuencia existe un abierto no vacío, U C Z1, tal que para todo 
punto cerrado z E U 
A z , ,  = o. 
Puesto que Z, es irreducible, necesariamente 
A,, = o c Oz,. 
Por otro lado, como Z1 es geométricamente permisible, el Teroerna 2.7.9 nos 
garantiza que Z1 es un centro permisible de segunda clase para Wl en todos 
sus puntos cerrados. 
Si Z es un centro permisible de primera clase. 
Ordenando ade~uadament~e los elementos que aparecen en (2.87) podemos 
siiponer que, o hien: 
l ( v ) z  =< V I , .  . . , U*, . . . , vk, v ,+I , .  . . , V I  > (2.91) 
con t 5 k 5 r, y r $ 1 5 1 5 d, y entonces por 2.7.7 (2.50), 
A , ,  =< a,, . . . , a , ,  ac+l,. . . ,a* > mod Z(V),, (2.92) 
o bien 
a Caso B: 
Z(V) ,=<  V I , . . . , V ~  > (2.93) 
con t < k 5 r. y entonces por 2.7.7 (2.50) 
A , ,  =< a,, . . . , ad > mod Z(V),. (2.94) 
Sea 
e : Wl -) W, 
la explosión con centro V, y sea s, = ~r o e. 
a Consideremos la carta afín (sólo en el caso A): 
Por el Lema 2.6.6, en esta carta afín el módulo de diferenciales con polos, 
w ( a l )  está generado por los elementos > 
La relación (2.89) da lugar a la relación: 
dvk+~ 
tak+l- 
dv, 
+ . . . t a,- t a,+lvidvr+~ t . . . t ai-lvf&f-l + 
V k t l  
( a ~ v ~ v r  + .. . t a , - ~ ü ~ - ~ u ~ t  
dv1 
+a , .  . . t n k  + a,+~Ü,+,vf t . .   t a f v ~ )  - + 
'Jf 
+ar+~dvc+l t . . . t addvd = 0. (2.96) 
Ahora distinguiremos según V sean iin centro permisible de primera O 
segunda clase. Recordemos que 
Si V es un centro permisible de primera clase entonces 
Av,, = o,,. 
Por (2.92) existe i E {A,. . . , r )  U { I  + 1 , .  . . , d } ,  tal que en la relación 
(2.89) ai E ( ~ M T , ,  es tina unidad. 
Sea x, el punt,o cerrado correspondiente al ideal maximal 
Por 2.7.7 (2.50), se tiene que 
=< a,, . . . , a , ,  a,+lui,. . . ,al-iur, aiuc,ai+~, . . . ,ad > mod ~ ( Z I ) , ,  = 
por lo que Zl es un centro permisible de primera clase en xl.  Un 
razonamiento similar al expuesto en 2.4.5 nos permite concluir que de 
hecho Zl es permisible en todo punto cerrados z E Zl n Spec(B) í l  
e-'(V). 
Si V es un centro permisible de segunda clase, ent,onces por 2.7.10: 
Como 
, A , ,  = oz.,, 
por (2.90) y (2.94) para i E { S , .  . . , r, 1 + 1,. . . , d} los coeficient'es ai de 
la relación 2.S9 se a.nulan a lo largo de V,  y existe j E { r  + 1, .  . . , l}, 
tal qiie a j  es una unidad en Oiv,,. 
En este caso, la relación (2.96) se puede escribir como 
a, du, ak f i k  a, dv, 
al&, + . . . , + - Y  + . . . + -:+ . . . + --+ 
u1 vs 'Jl uk 'Jl u, 
a,+1&+1 t.. . t ar-ldvl-~ 
por lo que para w(al )  a lo largo de la carta Spec(B) se obtiene la 
relación: 
A, 
a , & , t  . + ( ) t . .  u, &,-, 
a, du, t-- t . .  . + a[-l&[_, 
u1 u, 
a, a  k 
a l ü l +  . . .+-  t . . .+ -$  
u1 u1 
d'Jl 
+a,+~ü,+, + . . . + al-1ü1-1 t a l )  - + 
u1 
a i + ~  (_) dui+~ t . .   t (2)  dud = 012.98) 
Sea xl  el punto cerrado correspondiente al ideal maximal: 
- - 
< Ü l >  . . .  i V k r ' J k + l  , . . .  >Vr,Ür+l i . . . i ' J l - l ' J I I . . . r ~ d > .  
Por 2.7.7 (2.50) 
. y en consecuencia se tiene que Z1 es un centro permisible de primera 
clase en x l .  Razonando de manera similar a como se hizo en 2.4.5 
se puede concluir que Zl es permisible en todo punto cerrado z E 
Zl n Spec(B) n eT1(V) .  
Si k > t y suponinendo que nos encontramos en el caso (2.91), consid- 
eremos la carta: 
Uk-1  U,+l 
-- 
...> 
U k  'Jk 'Jk 
El caso (2.93) es similar, y no lo desarrollaremos expícitamente. Para i = 
{l, ..., k-l,r+l, . . . ,  /} , sea  
Por el Lema 2.6.6, en esta carta afín, el módulo de differenciales con polos, 
w ( n l ) ,  está generado por los elementos, 
La relación (2.89) da lugar a la relación: 
d ~ k  
( a ~ ü , v k  + . . . + a, t.. .+ a k  + a r + l ü r + l ~ k  + . . . + alü1uk)- + 
U k  
Distinguiremos ahora según V sea un centro de primera o segunda clase 
en x: 
e Si V es un centro permisible de primera clase entonces por la Obser- 
vación 2.7.10 
Av,, = o,, .  
Por (2.92) existe i E { S , .  . . , r, 1 $1 , .  . . , d ) ,  tal que a ;  es una unidad en 
la relación (2.100). 
El transformado estricto de Z, Z1 viene determinado por: 
Sea x1 el punto cerrado correspondiente al ideal maximal 
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en el caso A, o 
en el caso B. Por 2.7.7 (2.50), 
Az,,,, =< a,, . . .,a,, av+l'Jk,. . . , aluk, al+', . . . ,ad > mod z ( Z ~ ) , ,  = oz ,,,,, 
por lo qiie Z1 es permisible de primera clase en z l .  Una vez más 
recurrimos a 2.4.5 para concluir que 21 es permisible en todo punto 
cerrado : E Z I  n Spec(i3) n e- ' (V) .  
Por otro lado, si V es iin centro permisible de segunda clase en x, 
entonces por la observación 2.7.10, 
A , ,  = o. 
Por (2.92) podemos extraer factor común uk en la. relación (2.100): 
t . . .  ta , - ldü,- l  + 
a ,  @r; a ,+~-  (a lü ,  t . . .+ -+ . . .+ -+ -  dvk 'J,+I + . . . t  arel)- + 
'Jk  ' J k  'Jk 'Jk 
ak+l a,  d ' ~ ,  
- ~ ' J ~ + I ' J ~ + I  t.. . + -- t  ar+l&r+l + 
'Jk ' J k  'J, * 
. + a ~ d ü ~  t  (y) duM1 t . . . t  (z)  dud = 0. (2.101) 
Puesto qiie Z es un centro permisible de primera clase en z ,  por (2.90) 
existe i E {r + 1, .  . . , l }  tal que a; es una iinidacl en la relación (2.101). 
Sca zl como en el apartado anterior. Por 2.7.7 (2.50), 
a,  a, al+' ad 
- A Z , , ~ ,  =< -, . . . , , a ~ + l ' ~ k ,  . . . ,al ,  - ,. . . , - > mod Z(Z l ) , ,  = O Z  ,,,, 
'Jk ' Jk  'Jk  'Jk 
y por tanto, Zl  es un centro de primera clase en z l .  Con razomnamiento 
como en 2.4.5 cleducimos que Z I  es permisible ne todo punto cerrado 
: E Zl  n Spec(D) n e-'(V). 
La demostración' del Teorema. se concluye así piiesto que podemos ciibrir 
Zl con cartas afines como las que hemos descrito. O 
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Observación 2.9.2 Si V,Z c W son dos centros permisibles, con cruza- 
mientos normales, pero V no está incluido en 2, entonces no tiene por qué 
verificarse la conclusión de la Teorema 2.9.1, ya sea Z un centro permisible 
horizontal o vertical. Como muestra, exhibimos el siguiente ejemplo. 
Ejemplo 2.9.3 Sea p E Z un primo y consideremos el anillo 
A = ( Z [ ~ i , ~ z i ~ 3 ] l  < p - 4 ( 1  + vz + ~ 3 )  >), 
sobre Z. Scan W = Spec(A) e Y = Spec(Z), junto con cl morfismo natural 
W es un esquema íntegro y regular y el morfismo s es plano, separado y de 
tipo finito. Nótese que este morfisino es liso sobre cualquier punto cerrado 
de Y distinro de y = V(< p >). 
Una vez má hacemos notar que, para evitar que la notación sea excesi- 
vamente complicada, dado un elemento a E Z[vt,vz,v3] denotaremos por a 
también a sii clase en el anillo A. 
Sea x el punto cerrado correspondiente al ideal maxirnal < vi, vz, v3, p >. 
El Ow,l-módulo w(ñ), está generado por los elementos 
y podemos encontrar una relación que los vincule utilizando que: 
Por lo que se tiene la. relación: 
y por tant,o, w(K)= es libre de rango 2 en x. Argumentaando como en 2.4.5 
concliiimos que w(s)  es libre de rango 2 cn cualquier punto cerrado de la 
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fibra del morfismo x : W + Y sobre y. En consecuencia podemos conluir 
que n : W --+ Y es un morfismo casi-liso. 
Consideremos las curvas 
Obsérvese que Cz es una curva vertical y que S es una superficie horizontal. 
Por 2.7.7 (2.49) y (2.50) se tiene que 
por lo que tant,o las dos curvas, como la superficie son centros permisibles en 
x para el morfismo a : CV --t Y .  
Consideremos la explosión con centro la curva Cl: : i
sea xl = a o e ,  y la carta afín 
Sea. ül = 2. En est,a carta, el módulo de diferenciales con polos, w(al), está 
generado por los elementos: 
(Lema 2.6.5), y la relación que los vincula se obtiene a partir de  la. relación 
(2.103): 
Sea aliora x l  = V(< üI ,vz,v3 >), y (CZ)] y (S)1 los transformados estrictos 
de Cz y S ,  respectivamente. Como 
1((C2)1) =< 5 i v 3  >, Y Z((S)l)  =< U 3  > 
usando los resultados de 2.7.7 (2.49) y (2.50) se obtiene que 
Y 
A(s),.=, =< p,vz > mod < u3 ># a,,ri 
por lo que, ni la curva (Cz),, ni la superficie (S) l ,  son centros permisibles en 
s i ,  para el morfismo si : Wl -t Y. 
Si en un caso como éste, tuviéramos la necesidad de explotar en la curva 
Ci, pero por algún motivo no quisiéramos perder la permisibilidad de Cz, 
lo mejor es comenzar explotando en el punto x, con lo que separaremos los 
transformados estrictos de ambas curvas, y luego podemos explotar en ellas 
si es necesario. 
La patología descrita en la Observación 2.9.2, no se produce, sin embargo, 
si exigimos que V sea un centro combinatorio. Este es el resultado de la 
siguiente proposición: 
Proposición 2.9.4 Sean 1.V -+ Y un morfismo casi-liso, Z C W un centro 
permisible y V un centro combinatorio. Consideremos ln ex~~losión con centro 
v: 
[VI -, w,  
y sea ZI el tmnsjormado estricto de Z. Entonces Zl es permisible para Wi. 
Demostración: Si V f l Z  = 0 no hay nadaqiie probar. Sea por tanto x E VnZ 
un punto cerrado, con n(x) = y E )' y m ( y )  =< T >C Ov,,. Sea {VI , .  . ,vd} 
un sistema regular de parámetros en Ow,,, tal que 
a Z(V), =< vi, .  . . ,vk >, con s 5 1 5 k 5 r ;  
S(Z)= =< v i , .  . . ,ut >, con 1 5 t 5 r .  
El módulo de diferenciales con polos w(lr), está generado por los elementos 
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vinciilados por una relación: 
donde algiino tle los coeficientes a; es una unidad en Ow,, 
Si V c Z la proposición ya está probada (Teoremas 2.8.6 y 2.9.1). Con- 
sideremos por lo tanto el caso en que V no está cont,enido en 2. Por lo tanto 
supondremos qiie t < k. 
e Si Z es Iiorizontal, entonces t < s y pqr 2.7.7 (2.49) se tiene que 
A , ,  =< a,+l, .  . . ,ad > motl Z(Z),. (2.106) 
1; 
Si Z es vertical, entonces s 5 t <S r y por 2.7.7 (2.50) deducimos que: 
A , ,  =< a,, . . . , ad > m0d Z(Z),. (2.107) 
Puesto que, por hipótesis, Z es iin centro permisible, o bien Az,, = O Z , ~  
o bien Az., = O mod Z(Z),, (Observación 2.7.10). 
Sea ahora 
w, 4 w 
la explosión con cent,ro V. 
Consideremos la carta 
y para i = { l , .  . . ,.k - 11, sea vi = 3. 
Vk  
En esta carta, por el Lema 2.6.6, el módulo de diferenciales con polos 
w(T,) ,  está generado por los elementos: 
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y la relación que los vincula, se obtiene directamente a partir de la relación 
(2.105), ésto es: 
En esta carta, el transformado estricto de Z, Z,, viene dado por las 
eciiaciones: 
T(Z1) =< ul,.  . . , ut > si Z es horizontal, o si Z es vertical y t < 1; 
- - T(Z1) =< UI,  .. . ,ti1-1, u,, . . . , ut >, si Z es vertical y 1 5 t .  
Obsbrvese que Z, es iin centro geométricamente permisible para Wl. Si 
Z es un centro permisible de segunda clase entonces Az, es un ideal niilo en 
un abierto no vacío de Z l .  Como Z1 es irreducible se tiene qiie 
Az, = o 
de donde deducimos que Z1 es un centro permisible tle segunda clase pa.ra 
Wl . 
Supongamos ahora que Z es un centro permisible de primera clase. Con- 
sideremos el punto cerrado si correspondiente al ideal maximal 
- - < u1 ,...> u ~ - ~ , u ~ > . . . , U ~ - ~ > u k , . . . , u ~  > . 
Sj Z es horizontal, entonces Z1 es horizontal y por 2.7.7 (2.49) se tiene 
que 
=< a t + ~ , .  .. ,ad > mod T(ZI),, , 
y por tanto ZI es permisible de primera clase en x l .  
Si Z es vertical, entonces Z1 es vertical y por 2.7.7 (2.50) se tiene que 
Az, ,=, =< a,, . . . , ad > mod Z(ZI ), , 
y por tanto Z1 es permisible de primera clase en xl. 
Razonando cmo en 2.4.5 en ciialquiera de los dos casos se piiede concluir que 
Z1 es permisible en todo punto cerrado 
z E Z1 n e-'(V) ri Spec(B). 
La demostración de la proposición se concluye ahora del hecho de que 2, se 
cubre con cartas como 1a.s que hemos descrito. O 
2.10 Permisibilidad para curvas verticales. 
Dedicamos esta última sección del capítulo al estudio de la permisibilidad de 
curvas verticales. 
Los resiiltados de esta sección se utilizarán en los dos próximos capítulos. 
En el Capítulo 4 nos veremos obligados a explotar en curvas verticales en 
la recta final de la demostración del Teorema 4.1.3. Veremos también, en el 
Capítulo 3, que este tipo de curvas nos permitirán introducir los invariantes 
necesarios en niiestra demostración del Teorema 3.1.2. 
2.10.1 Sea bV un esquema de dimensión d,  ?r : W + Y iin morfismo 
casi-liso y T un subcsquema reducido e irreduciblc de dimensión 1 .  
Si T es horizontal sobre Y, entonces en [V3, Proposition 4.51 se-prueba que 
existe una secuencia finita de explosiones 
con centros en puntos cerrados xi E V(ATj), (Ti denota el transformado 
estr ict ,~ de Ti-l) tal que 
AT, = 0,. 
Incluimos ahora iin resultado análogo para curvas verticales: 
Proposición 2.10.2 Sea ?r : W --t Y un morfismo cnsi-liso, y T C W un 
subesqnema irreducible y reducido de dimensión 1, vertical sobre Y .  Entonces 
existe una secuencin Jinita de eaplosiones 
con centros en puntps cewados xi E V(ATj), (7'; denota el frnnsjormado 
estricto de Ti-i), de modo tal que TN es un centro permisible pam WN. 
En la demostracióii de esta proposición distinguiremos dos etapas: 
En la primera et,apa probaremos que tras una seciiencia finita de explo- 
- - 
siones en plintos cerrados, podemos suponer qiie T es geométricamente 
permisible (¡.e. que tiene cuzamientos normales, simultáneamente, con 
todas las componentes de las fibras del morfismo) ((2.10.3) y Lema 
2.10.7). 
En la segunda etapa, probaremos la Proposición 2.10.2 suponiendo que 
T es un centro geométricamente permisible (2.10.8). 
2.10.3 Transversal idad y permisibilidad geométrica.  
Sea W un esquema de dimensión d,  rr : W 4 Y un morfismo casi-liso y 
T C W una curva regular. Para cada punto cerrado y E Y consideremos la 
fibra del morfismo rr : W + Y sobre el punto y: 
donde {HI , .  . . , l,,) es un conjunto de hipersiiperficies regulares con cruza- 
mientos normales. 
Sea x E Ifi nT un punto cerrado. En Ow,, fijamos un sistema regular de 
parámetros: 
{u1 i . .  . r Vd), 
de modo que 
Z(T)z =< (fi),, . . ., (fd-i)z >. 
Sea kw(x) = Ow,,/m(x), y para r E m(x) sea 7 su clase en m ( ~ ) / m ( x ) ~ .  
Observación 2.10.4 Como T es regular en el punto x se tiene que 
dimkw(,) (< (fi)zr. .  . , (fd-1)s >) = d - 1, 
Observación 2.10.5 Para i = 1,. . . ,n,(,) si x E Hi se tiene que: 
Definición 2.10.6 Diremos que T es transversal al morfismo ÍT : H' -+ Y 
en un  punto cerrado x E T si para toda hipers~iperficie lI E E,(,) con x E H 
y T d H  se tiene que: 
donde Z(II), =< v >. Diremos que T es transversal al morfismo rr : W --+ 
Y si es transversal nl morfismo en todos sus puntos cerrados. 
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Retomaremos la tlefinición de transversalidad en el Capítulo 3 para el caso 
de superficies regulares (Definición 3.2.3), y ampliaremos est,e concepto en el 
Capitiilo 4 incluyendo el caso de superficies que no son regulares (Definición 4.1.2). 
Lema 2.10.7 Sea 1.V u n  esquema regular de dimensión d ,  y a : W -+ 
Y u n  morfismo casi-liso. Sea T E W u n  subesquema vertical irreducible y 
reducido de dimensión 1. Entonces eziste una secuencia finita de ezplosiones 
e n  puntos cerrados: 
de modo que TN es un centro geoméfricamente permisible para W N .  
Demostración: Tras tina secuencia finita de  explosiones en puntos cerrados 
podemos suponer que T es una curva regular. 
Dado qiie T  es tina curva vertical e irreduciblc, la imagen por el morfismo 
a de T ,  es un piinto cerrado y E Y ,  ¡.e. a (T)  = y E Y .  Denotaremos por T 
a iin generador local <Icl ideal maximal correspondiente al piinto y. 
Como el morfisrno a : W -+ Y es casi-liso, existen un número finito de 
hipersuperficies regulares con cruzamientos normales, H1,. . . , If,, de modo 
que 
E, = T-'(Y) = {HI , .  . . , Hn(,)}. (2.112) 
Ordenando de manera adecuada los elementos de E, en (2.112), podemos 
suponer que para i = 1, .  . . , 1  
T C If, 
, . 
y para 1 + 1 5 i 5 i?(y): 
T dHi, 
donde 1 5 1 5 n ( y )  Con esta notación definimos 
Nótese que como T es una curva vertical E(T)  # 0. 
Para probar el lema probaremos en primer lugar que existe una secuencia 
finita de explosiones: 
con centros en puntos cerrados xi E Ti (Ti denota el transformado estricto 
de x - , )  tal que TN es transversal al morfismo WN + Y. 
Sea x E T un punto cerrado en el que T no sea transversal al morfismo 
?r : W -+ Y. Ordenando los elementos de E, de manera adecuada en 
(2.112), podemos suponer que 
con 1  5 s 5 n(y). Obsérvese que si E ( T )  = E(x) ent,onces T es transversal 
al morfismo ?r : LV + Y en el punto x. Luego para el caso que nos ocupa 
supondremos que E ( T )  # E(+),  (¡.e. s 2 1 + 1 en (2.115) ). Bajo estas 
condiciones proba.remos que existe una secuencia finita de explosiones 
con centros en puntos cerrados xi E T, (Ti denota el transformado estricto 
de Ti-l) de modo que para j = { l  + 1,. . . ,S}: 
donde (tl,); denota el transformado estricto de (H,)¡-l y (IIj)o = H j .  
Nótese que: 
i. La transversalidad se conserva por exl>losiones en centros perniisibles. 
i i .  Tras la. explosión con centro un punto cerrado, el transformado est,ricto 
de T es transversal al divisor excepcional (Observación 2.10.4). 
Como sólo hay un niímero finito de hipersuperficies en E(x) - E ( T ) ,  por (i) 
y (ii) nos basta probar el resultado anteriormente mencionado cuando sólo 
hay una. 
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Sea H E E(x) - E(T). Nos proponemos describir el contacto entre 
la curva T y la hipersiiperficie H. Para ello construiremos un exponente 
idealístico adecuado. Sea 
Sepamr mediante explosiones en puntos el transformado estricto de T del 
transformado estricto de H es equivalente a resolver el exponente idealístico 
(3,l). 
Probaremos qiie existe una resoliición de este exponente idealístico iiti- 
lizando iin razonamiento inductivo. 
Sea x E T n H ,  un punto cerrado, y sea t un parámetro local en O,,= de 
modo qiie 
JX =< tm >, 
para algún número natural m 2 1. 
Consideremos la explosión con centro el punto x: 
Sean Ti y H1 a los transformados estrictos de T y H, respect,ivamente, sea 
(J,, 1) el exponente idealístico correspondiente a TI y H1, y sea El el divisor 
excepcional. 
Corisitleremos el punto cerrado xl = TI n El. Entonces se tiene que 
Si m - 1 = O entonces x1 6 Ti n H1. Si m - 1 > O la transvcrsa.lidad se 
obtiene aplicando un argumento inductivo. 
Por tanto, podemos suponer que T es regiilar y transversal a.l morfismo 
n : W + Y. Obsérvese que a lo siimo existe iin conjunto finit,o de puntos 
cerrados { x  . . . , x )  C T en los qiie T no es gmmétricamente permisible 
para el morfismo n. 
Una vez más fijemos x E T iin punto cerrado con n(x) = ?J y m(y) =< 
T >C OYIy En Olv,, escogemos un sistema regiilar de pará.metros conve- 
niente 
{ ~ i , . . . , u d )  (2.1 16) 
de modo que 
T = v . v P 1  ...: Y:, (2.117) 
donde v es una unidad en Ow,,, 1 5 T 5 d y ai E N,,, para i = 1, .  . . , T .  
Para i = 1, .  . . ,T ,  sea Hi = V(< vi >). Ordenando convenientemente los 
elementos en (2.1 16), podemos suponer que: 
con 1 5 1 5 r. Bajo esta hipótesis existen f r+l , .  . . , fd-l E Ow,* de  modo 
que: 
Z(T), =< VI , .  . . ,vi, f ~ + ~ , .  . . , fd-l > . (2.119) 
Puesto que T es transversal al morfismo en x obsérvese que para k = 1 + 
1, ..., r :  
Distingiiiremos aliora tres casos en función del valor de 1 en (2.118) y T en 
(2.117): 
i. Si 1 = r (¡.e. E (T)  = E(x)). Entonces T es geométricamente permisible 
en x. 
. . 11. Si 1 = T - 1 (;.e. E(T)  = E(x) U H,) . Entonces por (2.120) T es 
geométricamente permisible en x. 
iii. Si 1 < r - 1. En este caso explotamos con centro x: 
Sea. TI el tra.nsforma.do estricto de  T ,  El el divisor excepcional y para 
i = 1, .  . . , r sea. (Hi)1 el transformado estricto de IIi. Entonces por 
(2.120) y p a r a . i = l + l ,  . . .  T: 
y si z = TI n El ,  es un punto cerrado entonces por (2.120) TI es 
transversa al morfismo Wl 4 Y en el punto cerrado z y por tanto 
geométricarnente permisible. O 
2.10.8 Demostración de la Proposición 2.10.2: 
Por e1 Lema 2.10.7, podemos suponer que T es un centro geométricamente 
permisible. 
A continuación distinguiremos dos casos: 
i. Si existe iin punto cerrado x E T tal que AT,, = O dado que T es 
irreducible, 
A T = O  
y por lo tanto T es un centro permisible de segunda clase en t,odos sus 
puntos (Teorema 2.7.9). 
. . 
11. Supongamos que existe un punto cerrado x E T tal que 
Entonces T es genéricamente permisible de primera clase. Sea y = 
r (T) ,  y m(y) =< T >C Ov,,. En Ow,, escogemos un sistema regular 
de parámetros conveniente: 
{ ~ l , . . . , v d ) ~  (2.121) 
de modo qiie 
7 = v .  u:' . . . . . v: . u?, donde v E Ow,, es una unidad, 1 5 r 5 r 
d - l , n l  ,..., n , E W > o y a d l O .  
X(T)= =< 01,. . . , vd-1 >. 
Ahora distinguiremos dos casos según el valor del exponente nd: 
(a) Si a d  > O, entonces el módulo de diferenciales con polos w(r), 
está generado por los elementos: 
vinculados por una relación: 
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donde alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,. 
Por 2.7.7 (2.50) el ideal Jacobiano de T en el punto x viene dado 
por: 
AT,, =< a l , .  . . , a , ,  ad > mod ( 1 ( T ) , )  (2 .124)  
Piiesto que T no es permisible en x,  existe m E IN>o tal que: 
A T . ~  =< a l , .  . . ,a,,ad > mod ( Z ( T ) , )  =< vd > mod ( 1 ( T ) , ) .  
Consideremos la explosión con centro el punto x: 
Sea T I  el transformado estricto de T, E el divisor excepcional, 
z l  = T I  n E y TI = n o e. Para analizar el ideal jacobiano de la. 
curva T I  en x l  es suficiente estudiar la carta afín: 
Para i = 1,. . . , d - 1 definimos: 
- vi 
V .  - -. I 
V d  
Obsérvese que xl  es el punto correspondiente al ideal ma.ximal 
Por el Lema 2.6.6, a lo largo de esta carta el niódulo de diferen- 
ciales con polos w(a , )  está generado por los elementos 
La relación (2 .123)  da lugar a la rdación: 
Por (2.124) podemos extraer factor común vi en esta relación. De 
este modo se obtiene que la relación que vincula a los generadores 
del módulo de diferenciales en (2.125) viene dada por: 
Por 2.7.7 (2.50) se tiene que: 
al a, ad AT,zi =< -, . . . , -, - > mod Z(T1),, = 
Vd Vd 'Jd 
=< vd-' > mod Z(Tl),, . 
Obsérvese que xl es un punto que se encuentra en las mismas 
condiciones que el punto z (i.e. T = q1 . . . . . Fr . u? E O W ~ , ~ ~  
y a$ E iN>o). Por lo tanto, en este caso, la demostración de la 
proposición resulta por explosiones sucesivas en puntos cerrados. 
. 
(b) Si a d  = O, entonces el módulo de diferenciales con polos w(lr), 
está generado por los element~s: 
vinciilados por una relación: 
donde alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,, 
Por 2.7.7 (2.50) se tiene que 
A T . ~  =< a l , . .  . , a r , %  > mod Z(T), =< vd > mod 1(T),,  
(2.130) 
doncle in E N,". 
Consideremos la explosión con centro el punto x: 
e : Wl + W. 
Sea TI el transformado estricto de T, E el divisor excepcional, 
x ~ = T l r i E y a l = s o e .  
Consideramos la carta afín: 
Para i = 1 , .  . . , d - 1 definimos: 
Nótese que al punto xi le corresponde el ideal maxirnal 
Por el Lema 2.6.5 a lo largo de esta carta afín el módulo de difer- 
enciales con polos w(al) está generado por los elementos 
La relación (2.129) da  Iiigar a la relación: 
Por (2.130) podemos extraer factor común vd en esta última ex- 
presión. De este modo obtenemos la relación genera.dora de  todas 
las que vinciilan a los elementos de (2.131): 
al &I 
--
a, (E, 
+... +-y+ 
Vd Ül Vd 
+ar+ldvr+l $.  . . $ ad-l<fid-] $ 
Por 2.7.7 (2.50) se tiene que: 
al a ,  A , , , ,  =< -, . . . , - , a ,  > mod 1(Tl) , ,  =< vd > mod 1(T,) , ,  , 
V d  V d  
con k = m o k = m - 1 .  Nótese que si bien puede suceder que 
k = m, el punto si está ahora en las condiciones del caso (a), pues 
a1 
T = i$' . . . . . vdd E OW ,,,, con a: E O 
Capítulo 3 
Superficies regulares inmersas. 
En la sección 2.8 del Capítiilo 3 hemos introducido la noción se siibesquema 
casi-liso (Definición2.8.1). 
En [V3] se prueba el sigiiiente resultado: 
Proposición 3.1.1 Sea x : W -+ Y un morfismo casi-liso y Z un  subesque- 
ma imducible y reducido de dimensión 1 y plano sobre Y .  Entonces existe 
una secuencia finita de ezplosiones 
con centros en puntos cerrados x, E V(Az,) (donde Zi denota el trnnsfor- 
mado est1íct.o de Zi-i) de modo que 
por lo que ZN es un centro permisible para l,VN --+ Y .  
El objeto dcl present.e capítulo es probar iin resultado siiriilar para superficies 
regulares. Enunciamos a continuación el resultado central tle esta parte de 
la memoria: 
Teorema 3.1.2 Sea W un esquema de dimensión 3, a : W + Y un mor- 
fismo casi-liso y .? c W una superficie regular y plana sobre Y. Eziste una 
secuencia finita de ezplosiones 
en centms permisibles Ci C V(As,) (donde Si denota el tmnsformado estricto 
de S;-i), de modo que 
AsN = OS,. . 
La principal dificultad con la qiie hemos topado en el momento de probar 
este teorema ha sido el estudio y comparación de los ideales jacobianos antes 
y despiiés de la explosión en un centro permisible. 
Por este motivo liemos introducido nuevos invariantes con los que com- 
pletar la información aportada por el ideal jacohiano de S .  
A continuación presentamos un breve esquema de la. estrategia qiie liemos 
seguido para la demostración del Teorema 3.1.2. 
e Encaramos en primer Iiigar iin problema geométrico: lograr por explo- 
siones en centros permisibles que el transformado estricto de S sea. un 
centro geométricamente permisible. (Este desarrollo se presenta en la 
sección 3.2). 
A tal efecto iiitrodiicimos el concepto de transversalidad para siiper- 
ficies regulares (Definición 3.2.3). Esta noción se generalizará en la 
Defini- ción 4.1.2 del Capítulo 4 para el caso de cualquier hipersiiper- 
ficie, regiilar o no. 
A contintiación y iitilizando el Teorema 4.1.3 qiie probaremos en el 
Capitiilo 4, podemos suponer que S es una superficie transversal al 
morfismo T .  Eii nuestro contexto, y para comodidad del lector, enun- 
ciaremos el Teorema 4.1.3 en una versión más d6bil para superficies 
regulares, aunque, como ya hemos mencionado, para su  demostración 
nos remitimos al Capítulo 4.  
Una vez supiiesto qiie S es t.ransversal al morfismo T ,  la permisiblidad 
geométrica se logra sin excesivas dificultacles. Este resultado se recoge 
en el Lema 3.2.1. 
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La sección 3.3 está dedicada al estudio del jacobiano de una superficie 
geométricamente permisible inrnersa en un medio ambiente casi-liso. 
En este contexto prestamos especial atención a las curvas regulares que 
resultan de la fibración inducida en S por el morfismo R : W --+ Y. De 
este modo introdiicimos el concepto de curva principal y cuma principal 
singvlar (3.3.1). 
Las curvas principales de S son curvas verticales irreducibles geométri- 
camente permisibles cuyo interés se desprende de la siguiente propiedad: 
Proposición 3.3.2 Sea S C W una superficie geométricamente per- 
misible, y C C S una curva principal. Entonces 
Debiclo a este resriltado, estas curvas juegan un papel destacado en 
el dasarrollo de la demostración del Teorema 3.1.2 pues nos permiten 
definir los invariantes necesarios para llevar nuestro propósito a buen 
término (ver Corolarios 3.3.3, y 3.3.4). 
En las secciones 3.4 y 3.5 analizamos el comportamiento de nuestros 
invariantes. por explosiones en centros permisibles. 
El resultado de la Proposición 3.4.1 nos ~ e r m i t e  ignorar las compo- 
nentes de altura 1 del ideal As siempre que sea conveniente. En este 
contexto, definimos la función Fs sobre los puntos aislados de V(As)  
(Definición 3.5.2). El objeto de esta función es medir la falta de per- 
minibilidad de la superficie S. 
En la. Proposición 3.5.4 se prueba que el valor máximo de la función Fs 
en general disminuye por explosiones en centros permisibles, aunque es 
posible que bajo ciertas condiciones este valor máximo no cambie. 
Para concluir, en la sección 3.6 demostramos que el valor de la funcicin 
Fs no puede permanecer constante en una secuencia infinita de explo- 
siones en puntos cerrados (3.6.1). 
Para ello contriiimos una curva formal cuyos sucesivos transformados 
estrict,os, en la seciieiicia infinita de explosiones anteriormente mcn- 
cionada, contienen a todos los puntos de esta cadena. Este argumento 
nos llevará considerar anillos completos y a trasladar a este nuevo con- 
texto toda la información con la que estamos trabajando, que recorde- 
mos está vinciilada a los módulos de diferenciales con polos. En esta 
parte de la disciisión utlizaremos algunos de los resultados qiie aparecen 
en [Ku]. 
Notación. 
En este capítulo W denotará un esquema de dimensión 3, a : W + Y 
iin morfismo casi-liso y S C W tina superficie regular inmersa en W y 
plana sol~re Y. 
Dado un siihesquema cerrado Z c W denotaremos por Az  a su ideal 
jacohiano. 
,;- 
3.2 Perinisibilidad geornétrica para supe& 
cies. 
Sea W un esquema de dimensión 3. Sea a : W -t Y un morfismo casi-liso, y 
sea S C W una superficie regular y plana sobre Y. Recordemos qiie nuestro 
propósito es probar el Teorema 3.1.2, ésto es, que existe una seciiencia finita 
de explosiones: I 
en cent,ros permisil)les Ci C V(As-;) (donde Si den0t.a el transforinaclo es- 
tricto (le S;-]), de modo que el morfismo 
es casi-liso. En particular ésto significa que: 
i. La. restricción <le las fibras del morfismo a,v a. SN son curvas regulares 
con criizamientos normales. 
ii .  La restricción del haz de diferenciales con polos, w(aN), a SN es un haz 
localmente libre de rango 1. 
Diirante est,a sección nos ociiparemos de probar ( i ) .  Obsérvese que esta 
condición se logra si SN tiene cruzamientos normales simultáneamente con 
todas las componentes de las fibras del morfismo T N .  Por tanto nuestro 
objetivo será probar el siguiente lema: 
Lema 3.2.1 Sea n : W -t Y un morfismo casi-liso y S C W una superficie 
regular y plana sobre Y .  Existe una secuencia finita de explosiones 
WN + ... + Wl + W o = W  -t Y 
SN + ... + Si + SO = S 
en centros permisibles Ci C Si (Si denota el transformado estricto de Si-l), 
de modo qne SN es un centro geométricamente permisible para W N .  
Para llevar a cabo la demostracióii de este lema necesitamos probar algunos 
resultados previos que desarrollaremos en los a.partados 3.2.2 y 3.2.5: 
En 3.2.2 int,rodiiciremos el concepto de transversa.lidad, y utilizaremos 
el Teorema 4.1.3 que se probará en el Capítulo 4. 
En 3.2.5 estudiaremos las component,es de altura 1 de As que sean 
curvas combinatorias (recordemos que iina curva combinatoria se ob- 
tiene como intersección de dos componentes de las fibras del morfismo 
n : W -4 Y ,  y que los centros combinatorios son siempre permisibles 
-Observación 2.6.12-). 
Estos resiiltados nos perniitirán reducir la demostración del Lema 3.2.1 al 
caso en qiie existe un conjiinto abierto U c S en el que S es geoinétricamente 
permisible y S - U es un conjunto finito de plintos cerrados. 
3.2.2 Transversalidad. 
Sea W iin esquema de dimensión 3 y ÍT : 1.' + Y un morfismo casi-liso. 
Dado tin punt,o cerrado x E W sea T(X) = y su imagen en Y. Piiesto que 
el morfismo es casi-liso, existe un número fii1it.o de superficies regulares con 
criizamientos normales {lli}i=l,...,,~y~ c W de modo tal qiie 
Sea S c W una siiperficie regular y plana sobre Y. Para cada piint.0 
cerrado x E S sea. f, una ecuación local de S en O ~ V , ~ .  Si x E I I i  E E, en 
general se tiene qiie 
ordzfz IH;L 1 ,  
donde ord, f, I H ,  denota el orden de la clase de f, en el anillo local regular 
0 ~ i . r .  
Definición 3.2.3 Con la notación introducida en 3.2.2 diremos que una su- 
perficie regular y plana sobre Y es tmnsversal al morfismo a : W -+ Y si 
para todo punto cerrado x E S y para toda superficie Hi E E, con x E 11; se 
tiene que: 
o d f Z  I H ; =  1. 
En el Capítulo 4 desarrollaremos más ampliamente el concepto de transversal- 
idad y generalizaremos esta noción al caso de superficies que no son regulares 
(Definición 4.1.2). Para comodidad del lector mencionamos aquí el resultado 
central del Capítulo 4 adaptado al contexto que nos ocupa: 
Lema 3.2.4 Sean W un esquema de dimensión 3, W -5 Y un morfismo 
casi-liso y S C W una superficie regular y plana sobre Y .  Eziste una secup-  
. a  
cia finita de explosiones 
en centros permisibles Ci C Si (Si denola el transformado estricto de S i ~ i ) ,  
de modo tal que el morfismo 
a i v = a . o e 1 o  . . .  o e ~ :  WN-+Y 
es casi-liso, y SN es tmnsversal al morfismo TN. 
3.2.5 Nos ocupamos ahora del estudio <le las componentes de dimensión 1 
de V(As) que son además curvas combinatorias. 
Lema 3.2.6 Sea a : W -+ Y un morfismo casi-liso y S C W una superficie 
reg~~lar.  Eriste una secuencia finita de explosiones 
en centros permisibles Ci c V(As,) (Si denoto el transformado estricto de 
Si-l) de modo tal que AsN no tiene componentes de altura 1 que sean com- 
binntorias. 
Demostración: Sea C C V ( A s )  una curva combinatoria, y sea 
Consideremos un punto cerrado x  E C c V ( A s ) ,  con ~ ( x )  = y E Y y 
m(y) =< T >C OY3y. Sea {DI, D 2 }  tina base de w*(?r),. Notemos que 
En C?w, escogemos un sistema regular de parámetros conveniente: 
{u1 > v 2 ,  v 3 )  
tal que 
Se tiene tina expresión para T: 
= v .  0 2  0 3  
1 O2 "3 (3.1) 
donde v es una unidad en Oiv,,, al ,a2 6 W>o, y 0 3  2 O .  
Se ticne la siguiente expresión local para el ideal correspondiente a C: 
T(C)= =< V l i V 2  > . 
Obsérvese que con esta notación y estas condiciiones, para i = 1,2: 
Sea Hi = V ( <  u; >), con i = 1,2. Distinguiremos ahora dos casos según el 
valor de a 3  en (3.1): 
En tal caso el Ow,z-módulo de diferenciales con polos w(?r ) ,  está generado 
por los elementos: 
d v l  d v 2  (3 .3)  
vinculados por tina relación 
donde alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,,. Consideremos la 
explosión con centro la curva C: 
Sea xl = e o x ,  SI el transformado estricto de S y E  el divisor excepcional. 
Por simetría para probar el lema nos es suficiente analizar la carta afín: 
Denot,aremos por ül  al elemento 2, y por 7, al elemento 5. Por el Lema 2.6.6, 
a lo largo de esta carta el módulo de diferenciales con polos w(xl)  está gen- 
erado por los elementos: 
Para cada punto cerrado y E Si n E  las derivaciones DI y D2 inducen de 
manera natural derivaciones en w*(xl), puesto que por (3.2) para i = 1 , 2 :  
Por otro lado: 
por lo que pa.ra todo punto cerrado z E SI n E n Spec(B) se tiene que: 
Ohskrvese que SI n E  es tina curva comhinatoria si y sólo si Si n E  = (Hl)l  íl  E 
y en tal caso: 
o r d s , n ~ A s ,  5 r - 1, 
por lo qiie la demostración del lema se dediice de iin argumento indiictivo. 
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Entonces el Ow,,-módiilo w(?r), está generado por los elementos: 
vinciilados por una relación 
donde alguno de  los coeficientes a; es una unidad en Ow,,. Argumentando de 
modo similar a como se ha. hecho en el caso anterior se ohtienen las mismas 
conclusiones. O 
3.2.7 Demos t rac ión  d e l  L e m a  3.2.1. 
Por el Lema ?? podemos suponer que S es transversal al morfismo 
y por el Lema 3.2.6 podemos suponer que V(As) no tiene componentes de 
dimensión 1 que sean combinatorias. 
Bajo estas hipótesis iin análisis caso a caso nos permite concluir qiie 
existe, a lo sumo, un conjunto finito de puntos cerrados de S donde ésta 
no es geométricamente permisible. De hecho, para probar el Lema 3.2.1 
podemos suponer que existe un único punto cerrado x E S en el que .S no es 
geométricamente permisible. 
Sea ~ ( x )  = y E Y y sea 11z(y) =< T >C Oy,,. En Ow,, escogemos iin 
sistema regular de parámetros conveniente 
de modo tal que 
= , va' 0 2  013 
1 vz V3 , (3.8) 
donde v es tina unidad en Ow,, y a; E N. Distinguiremos a cont,iniiaciÓn 
diferentes casos según el valor de los números naturales a;: 
i. Si a 2  = N3 = O, y N I  > O. En la expresión para T en (3.8) se tiene que 
Sea H1 = V(< u1 >). Puesto que por hipótesis S es transversal al 
rnorfismo a : W + Y se tiene que 
por lo que S es geométricamente permisible en x. En consecuencia este 
caso no se puede dar si S no es geornétricamente permisible en x. 
ii. Si para i = 1,2,3, oi > O. En este caso en la expresión para r en (3.8) 
se tiene que 
= 0 2  0 3  
1 u2 v3 . 
Sean HI = V(< UI >), H2 = V(< u2 >), y H3 = V ( c  u3 >). 
Obsérvese que 
generan un ideal rnaxirnal en Gr,(Ow,,). Puesto que S es hransversal 
al rnorfisrno x : W 4 Y, para i = 1,2 ,3  se tiene que: 
: 
< In,(fz) < In,(ui) >C Gr,(Ow,=). (3:lO) 
Ahora. distinguiremos dos casos: 
(a) Siipongamos que para todo i, j E {l, 2 ,3)  i # j :  
es iin ideal maxirnal en Gr,(Ow,,). Consideremos la explosión con 
centro x: 
w, + w .  
Sea SI el t,ransformado estricto de S, sea E el divisor excepcional, 
y para i = 1 ,2 ,3  sea (H,)l el transformado estricto de 11;. En- 
tonces por (3.9): 
y por (3.11), para i ,  j E {1,2,3)  i f j ,  
S, n (H,), n (H , )~  n E = 0. 
Para i = 1 ,2 ,3  consideremos los puntos cerrados 
Por (3.10) S1 es geométricamente permisible en zi, para i = 1,2,3, 
y por el caso (i), SI es permisible en todos los puntos cerrados 
z E S, n E, r + zi .  
(b) Silpongamos que existen subíndices i, j E {1,2, 3) tales que 
Sin pérdida de  generalidad podemos suponer que 
Sea C = Irl n Hz. Como S no contiene curvas comhinatorias existe 
un número natural r > 1 tal que 
ord,f, Ic= r, 
1.e. 
fz Ic= u:( mod < vi, vz >). 
Consideremos la explosión con centro x: 
Sean Si el transformado estricto tle S, (C)I el transformado es- 
tricto de  C, E el divisor excepcional, y para i = 1 ,2 ,3  sea (Hi)i el 
transformado estricto de tl,. Por (3.9) y (3.13) dchemos presta,r 
especial atención a los puntos cerrados: 
Obsérvese, que SI es geométricamente permisible en el resto de 
los puntos cerrados z E Si n E ( z  f xl ,xz) ,  ya que todos estos 
puntos están en las condiciones del caso (i). 
Por (3.10) S, es geométricamente permisible en 1 2 .  Podemos con- 
cluir por tanto que SI es geométricamente permisible en todos 
- 
sus puntos cerrados salvo quizá en xl. Nótese que si f,, es una 
ecuacióii local de Si en xl  entonces 
Ahora si 
~ 'd=,f , ,  ((e),  = 1 
entonces por (3.10) xi  es un punto como en el caso (¡¡)(a), y si 
entonces xl es un punto como en el caso (ii)(b), pero con 
en cuyo caso la conclusión del Lema se deduce de un argumento 
indiictivo. Nótese que por (3.10) la única posibilidad de que XI 
sea un piinto como en el caso (ii) (b) es que 
. . . 
ni. Si existe iin subíndice i E { l ,  2,3} tal que cri = O. Podemos suponer, 
sin pérdida de generalidad que a3 = O, y cr l ,nz  > O. En este caso en 
la expresión para T en (3.8) se tiene que 
Sean Hi = V(< vi >) y Hz = V(< v 2  >). Si S no es geométricamente 
permisible en x entonces 
Por hipótesis S es transversal la morfismo s : 1.V --+ Y en cl punto x 
Iiiego: 
Inz(fr) $< In,(vi) >C Gr,(Ow.,), (3.16) 
Consicleremos la curva 
C = HI n HZ 
Como C d S ,  (recordemos que S no contiene curvas combinatorias), se 
tiene que 
< fz le>=< v j  >C OC.=> 
con r > 1. Consideremos la explosión con centro el punto x: 
Sea SI el transformado estricto de S ,  (HI ) l  el de H1, (IjZ)l el de H2, 
El el divisor excepciona.l, y (C), = (H1)] n ( H z ) ,  Por (3.15), (3.16) y 
(3.17) existe a lo sumo un Único punto cerrado zl E S1 í l  E tal que  
Si es geométricamente permisible en los puntos cerrarlos 2 E S1 í l  E, 
z # xl ,  pues todos ellos son puntos que están en las condiciones del 
caso (i). Ahora por (3.18) x1 es un punto que está en bajo las hipótesis 
del caso (ii). O 
3.3 El ideal jacobiailo de superficies geoiné- 
tricainente permisibles. 
Sea W iin esquema de dimensión 3 y ?r : W -4 Y un morfismo casi-liso. 
Consideremos tina superficie regular S c CV geométricamente permisible y 
plana sobre 1'. Niiest,ro siguiente propósit,~ es el estudio del jacobiano <le S ,  
As. 
El resultado más interesante de esta sección es la vinciilación existente 
entre el ideal jacobiano de una superficie geombtricamente permisible, S ,  y 
el de las curvas que resultan de la intersección de S con la fibración inclucida 
por el morfismo ?r : IV -, Y .  
3.3.1 Curvas  principales y curvas  principales singulares. 
Sea S C W una siiperficie geométricamente permisible. Como el morfismo 
rr : W -4 1' es casi-liso, la intersección de S con las fibras del morfismo es 
un conjunto de curvas regulares con cruzamientos normales contenidas en S. 
Cada componente irreducible de este conjunto de curvas recibirá el nombre 
de cuma principal de S. 
Obsérvese además que S es genéricamente lisa (ya que es regular). Como 
conseciiencia rr (As) está soportado sobre un número finito de puntos cerra- 
dos de Y, ¡.e. existen y l , .  . . ,y ,  E Y, puntos cerrados de Y, tales qiie 
Puesto qiie el morfismo rr : W -, 1' es casi liso, existe un conjiinto finito 
de siiperficies regulares, (verticales), con cruzamientos normales, -. 
tales que 
rr-' (P) = U:='=, Hi. 
Consideremos el conjunto 
donde para i = 1,. . . , n ,  y j = 1,. . . , k; Cij denota una curva irrediicihle. 
Entonces 
V(A,) c u:=, (u;;,cij). 
Sea 
vs = {Cij E L : V(As) n Cij # O ) ,  
El conjiinto de curvas principales de S que están en el conjunto Vs  recihirán 
el nombre de curvas principales singulares de de S. 
Proposición 3.3.2 Sea S c W una saperjcie geom.étricamenle permisible, 
y sea C una cuma principal de S. Entonces 
Demostración: Sea x E S ,  un punto cerrado, con ~ ( x )  = y y 
En Ow,= escogemos un sistema regular de parámetros 
de modo que 
o1 O? T = u . u, u, , donde u es una unidad en Ow,, y a l ,  a 2  E N. 
T ( S ) ,  =< u3 >. 
Ahora distingiliremos dos casos: 
Caso 1. Si T = u . v:', (¡.e. si a, = 0) con crl> O ,  y u E Ow,= una 
unidad. 
En est,e caso, sólo hay una curva principal de S que contiene al punto 
5: 
c = S n v(< U, >) = v(< U,,  >). 
El módulo de diferenciales con polos w ( x ) ,  está generado por los ele- 
mentos 
vinculados por una relación: 
donde alguno de los coeficientes a ,  es tina unidad en O,i,.,. 
Por 2.7.7 (2.49) el ideal jacobiano de S viene dado por: 
A , ,  =< a1,a2 > (mod < u3 >), 
y por 2.7.7 (2.50) el de C es 
A , ,  =< a l ,  a2 > (mod < ul, u3 >) 
por lo que claramente 
As,, Ic= Ac.z. 
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Caso 2. T = v .  v P 1 v ~ ,  con a l , a t >  0 ,  y v E O ~ V , ~  una unidad. 
En este caso hay dos curvas principales de S que contienen al punto x: 
Y 
cz = S n v ( <  vz >) = v(< VZ, v3 >). 
El módulo de diferenciales con polos w ( r ) ,  está generado por los ele- 
mentos 
vinciilados por una relación: 
donde alguno de los coeficientes ai es una unidad en Ow,, 
Con estos datos y por 2.7.7 (2.49) se tiene que 
A$, =< al ,az  > ( mod < u3 >), 
y por 2.7.7 (2.50), 
AC,,~ =< a i , a z  > ( mod < V Z , I : ~  >), 
por lo que, de nuevo, la concliisión de la proposición es inmediata. O 
El resiiltado de la Proposición 3.3.2 conlleva una serie de conseciiencias más 
o menos inmediatas que recogemos en los Corolarios 3.3.3 y 3.3.4. 
Corolario 3.3.3 Rajo las hipótesis de la Proposición 3.9.2 se tiene que: 
i. S i  una cunin principal singular de S es permi.6- ble entonces es pcr- 
misible de segunda clase. 
. . 
tz. Cualquier componente irreducible de dimensión 1 de V ( A s )  es siempre 
1)ermisible. 
iii. S es un subesquema casi-liso si y sólo si todas sus curvas principales 
son permisibles de primera clase. 
Demostración.: Detallamos a. continuación la demostración, por separado, de 
cada uno de los apartados del corolario: 
i. Sea. C C S es una curva ~ r i n c i ~ a l  singular de S. Si C fuera una curva 
permisible de primera clase, entonces para todo punto cerrado x E C 
se tendría que 
A c ,  = o,,. 
Por la Proposición3.3.2 en cada punto cerrado x E C C S se tiene qiie 
Por lo tanto para todo punto cerrado x E C C S: 
y como conseciiencia 
C n V(As) = 0 
lo que no puede suceder si C es una ciirva principal singular de S. 
ii. Sea C C S una componente irreducible de dimensión 1 de V(As). 
Ent,onces S no es permisible en ninguno de los puntos cerrados x E C. 
Como C es una curva geométricamente permisible (3.3.1) y además 
AS c l ( C )  mod (Z(S)), 
la Proposición 2.7.9, nos garantiza que C es permisible. 
iii. Por definición (2.8.1) S es un subesquema casi-liso si y sólo si pa.ra totlo 
punto cerrado x E S se tiene que: 
¡.e. si y sólo si S es permisible de primera clase en x (Teoremas 2.7.8 
y 2.7.9). 
Por la. Proposición 3.3.2 para toda ciirva ~ r i n c i ~ a l  C de S y para todo 
piinto cerrado x E C C S se tiene que 
AS.= I c =  A , = ,  
de donde dediicimos S es permisible en x si y sólo si C es permisible 
de primera clase en x. 0. 
Corolario 3.3.4 Bajo las hipótesis de la Proposición 3.3.2 existen cunias 
verticales geomélricamente permisibles {Ci ) ( i= l , , , . , , } ,  tales que 
(donde U K k + + , V ( A c , )  es un conjunto finito de puntos aislados). 
Además, pam todo i E { l ,  . . . , m )  y pam punto cermdo x E V ( A c , ) ,  se tiene 
que: 
ord,(As) < ordxAcix.  
Demostración: Sea 
VS = {CiJ{ i=i  ,...,m) C S 
el conjunto de curvas principales singulares de S. Por definición de curva 
principal singula,r se tiene que: 
Ordenando de manera adecuada los elementos de 'Ds podemos suponer que 
es el conjunto de componentes de dimensión 1 de V ( A s ) .  
Sea ahora C, una curva principal singular de S con j > k. Por la 
Proposición 3.3.2 se tiene que 
por lo que se puede concluir que 
Utilizando una vez más la Proposición 3.3.2 se obtiene que 
Los resultados obtenidos en la Proposición 3.3.2 y los Corolarios 3.3.3 
y 3.3.4 revelan la existencia de una estrecha vinculación entre el jacobiano 
de una superficie geométricamente permisible y los jacobianos de sus curvas 
principales. 
Nos proponemos, por tanto, demostrar el Teorema 3.1.2 utilizando no sólo 
la información que proviene de As sino también la información procedente de 
los jacobianos de sus curvas principales singulares. Esto significa que vamos 
a tener que manejar diferentes datos al mismo tiempo. 
Con el propósito de qrie los argumentos que presentamos sean lo más 
claros posihles introducimos a continuación la siguiente terminología. 
3.3.5 Como en 3.3.1, denotaremos por Vs al conjunto de las curvas 
principales singulares de S .  En 'Ds sólo hay un número finito de curvas, 
digamos m, que denot,aremos a partir <le este momento por C1, .  .. ,Cm. Asi: 
Para cada punto x E V(As), denotaremos por Cx al conjunto de curvas 
principales singulares de S que contengan al punto x,  ¡.e.: 
cx = {C; E vs : x E Ci}. 
De este modo, diremos que x es un punto de cruzamiento si flC, = 2, y 
diremos que es un punto sin cruzamiento si UC, = 1. 
Finalmente, definimos 
d 
A; = (ordc, As, . . . ,ordc,As) C N", 
y en cada punto cerrado x E V(As): 
Ái (x )  = (ord,Ac,, . . . ,ord,Ac,,,) c (N U m)" 
Observación 3.3.6 Obsérvese qiie el conjunto Ds piiede cambiar por ex- 
plosiones en centros permisibles, ya que, cada vez que explotamos en iin 
centro permisible, la int,ersección del transformado estricto de S con el divi- 
sor excepcional es una nueva curva principal que puede ser singular para el 
transformado estricto de S. 
3.4 Explosiones eii curvas permisibles. 
El objetivo de esta sección es el estudio de As, AL y A!(%) por explosiones 
en curvas permisibles. 
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Proposición 3.4.1 Sea ÍT : W --+ Y un morfismo casi-liso, y S C W 
una superficie geométricamente pennisible y plana sobre Y .  Sea As el ideal 
jaco6ian.o de S .  Existe una secuencia finita explosiones 
con centros en curvas principales singulares T,  C V ( A s , ) ,  (donde Si denota 
el tmnsjormado estricto de Si),  de modo que As, no tiene componentes de 
altura 1. 
Demostración: Como en 3.3.5, sea 'Ds el conjunto de todas las curvas prin- 
cipales singulares de S.  Supongamos que 
Consideremos además 
Sea Ck C V ( A s )  y sea 
kvl 4 wo = W 
U U 
4 So = S 
la explosión con centro Ck (obsérvese que por el Corolario 3.3.3 la curva Ck 
es un centro permisible de segunda clase). Comprobaremos a continuación 
que o bien 
ti%, < il'D;, 
o bien 
#vs, = nvs, y A; < AS,. 
(Para comparar A; con A& usaremos el orden lexicográfico). De este modo, 
la demostración de la proposición se deducirá de un argumento iiidiictivo. 
Sea x E Ck C V ( A s ) ,  iin punto cerrado con ~ ( x )  = y E Y ,  y 
En Oiv,l escogemos iin sistema regular de parámetros conveniente de modo 
que: 
e podemos expresar T como 
7 = 1). uol 
1 "'Z? 
donde u E Ow., es una unidad, y al,ruz E N; 
e I (S) ,  =< u3 >; 
1 ( c k ) z  =< Ul,U3 >. 
Ahora distinguiremos dos casos, según x sea un punto de cruzamiento o no. 
S i  x n o  es u n  p u n t o  de cruzamiento.  
Entonces 0 2  = O en la expresión para T (3.19). En tal caso, el módulo de 
diferenciales con polos w ( x ) ,  está generado por los elementos 
vinculados por una relación 
donde alguno de los coeficientes a; es una unidad en Ow,,. 
Con estos da.tos, podemos calcular explícitamente el jacobiano de S en el 
punto x (ver 2.7.7) (2.49): 
As,, =< al,az > ( mod < u3 >). 
Puesto que por Iiipótesis Ck C V(AS), 
oi.dCkAS,= = i 2 1, 
es decir 
A , ,  = u; . Is,,( mod < u3 >), 
con Is,~ $< V I  > Os,,. 
En estas condiciones, se tiene que 
Consideremos 
w, -, w 
la explosión con centro Ck. 
Sea SI el transformado estricto de S, E el divisor excepcional y r,  = r o e .  
Para ca1cula.r el ideal jacobiano de Si es suficiente trabajar en la carta: 
Definimos: 
En la carta afín Spec(8) el módulo de diferenciales con polos w(al)  está 
generado por los elementos 
La relación (3.21) da lugar a la relación: 
de la que, extrayendo factor común u,, obtenemos la relación que vincula a 
los elementos de (3.22): 
Por 2.7.7 (2.49), el ideal jacobiano de Si a lo largo de la carta Spec(B) viene 
Nótese que en tal caso, 
1 
-AS ( a )  = AS,, 
u1 
por lo que 
As, = u;-' . Zs,=B( mod ) < ü3 > . 
Para i = 1 . . . , m ,  i f k, denotemos por (C;)l al transformado estricto <le 
la curva Ci en Wl, y por (Ck)l = E n SI. Entonces, en la carta en la que 
estamos trahajando, sea 
Y por (3.25), 
ordc,As, = r - l .  
Si r = 1 entonces: 
o bien (Ck)1 no es una curva principal de SI ,  en ciiyo caso 
o bien (Ck)I es una. curva principal de Si, pero entonces 
Si x es un punto de cruzainiento. 
En tal caso en la expresión para T (3.19), al, az> 0. El módulo de difer- 
enciales con polos w(?r), está generado por los elementos 
vinculados por una relación, 
donde algiino de los coeficientes a; E es una unidad. 
Por 2.7.7 (2.19), el ja,cobiano de S viene dado por 
As., =< al,az > ( mod < v3 >). 
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Consideremos la explosión con centro Ck: 
cv, -, w. 
Sea Si el transformado estricto de S, E el divisor excepcional y ni = r o e .  
Para calciilar el jacobiano de SI es suficiente analizar la carta: 
Denotaremos por ü3 = z.  A lo largo de esta carta el módulo de diferenciales 
con polos, w(r , ) ,  está generado por los elementos 
La relación (3.27) da lugar a la relación 
de la que, extrayendo factor común u1 obtenemos la relación que vinciila a 
los elementos de (3.28): 
En estas condiciones, se tiene que a lo largo de es1.a carta 
QI az 1 As, =< -, - > mod < ü, >= -Asa = uT-'TB I 
u1 u1 u1 
Ahora, concliiimos como en el caso anterior. O 
3.4.2 Con la notación utilizada en la ~ r o ~ o s i c i ó n  3.4.1 llamaremos proceso 
de eliininnción de la componente Ck C C(AS) a la seciiencia de explosiones 
con centros en las curvas (Ck); = S; n Ei (donde para i = 1, .  . . , r ,  S; es el 
transformado estricto de Si-1 E; el divisor excepcional correspondiente a la 
explosión Wj -4 W;-l y (Ck),, = Ck), de modo tal que 
Nos hacemos ahora la siguiente pregunta: 
¿Cómo afecta la ezplosión en una curva al jacobiano de las curvas prin- 
cipales singulares del transformado estricto de S?.  
Sea bVI -t W la explosión con centro una curva principal permisible, C. 
Obiervese que: 
i. Wl es un esquema casi-liso sobre Y. 
ii. El subesquema SI es naturalmente isomorfo a S. 
... 111. La transformoción que la explosión induce en el medio ambiente se 
traduce en una alteración del ideal jacobiano de Si :  
Es esta "ley de transformación", junto con un razonamiento inductivo, 
la que nos ha permitido probar la Proposición 3.4.1. 
Sea C' una curva principal singular de S tal que C ' n C  # 0 y consideremos 
la explosión con centro C: 
w, ---+ w.  
Sea SI el t.ransformado estricto de S, E al divisor excepcional, y (C'), el 
transformado estricto de C'. 
Distingiiiremos dos casos según la ciirva C' sea permisible de segunda 
clase del caso en que no lo sea: 
Si C' es una ciirva permisible de segunda clase, ent,onces existe iina 
abierto no vacío Ii c (C')i tal que para todo pui1t.o cerrado z E U C 
se tiene que 
A(c~) , , *  = 0 c o ( c ~ ) , , * .  
En conseciiencia 
A(C,,, = o c ~ ( C I ) ,  
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Por otro lado (C')l es geométricamente permisible para el morfismo 
Bajo estas condiciones el Teorema 2.7.9 nos garantiza que (C')l es de 
nuevo un  centro permisible de segunda clase para Wl. 
Supongamos que C' no es una curva permisible. Por la Proposición 3.3.2 
sabemos que: 
Act = As Ict, 
Y 
A,c,,, = As, I<C,>, 
. . 
Esta última observación, junto con la ley de transformación del jacohiano de --- 
S por explosiones en curvas (3.31) y un razonamiento inductivo, prueban el 
siguiente lema: 
Lema 3.4.3 Sean Ck,Cl E Vs, k # 1 y x = Ck n C,. Supongamos que Ck 
es una componente de dimensión 1 de V(As) y que Cl no es permisible en 
el punto x .  Sean 
S i  la secuencia de ezplosiones 
es un proceso de eliminación de la componente Ck, y xi = (Cl); nEi (donde 
Ei denota el divisor ezcepcional en la explosión Mí + Wi-1 y (C1)i es el 
Iran.sjom.ndo estricto de (Cl)i-l), entonces 
3.5 La función F. .  
Por el Corolario 3.3.3, el Teorema 3.1.2 queda probado si se demuestra qiie 
existe una secuencia finita de explosiones en centros permisibles, tal que 
todas las curvas principales del transformado estricto de S son permisibles 
de  primer tipo. 
A tal efecto nuestra estrategia consistirá en: 
i. Siempre que sea necesario, explotar en curvas permisibles para lograr 
que el jacobiano del transformado estricto de S no t,enga componentes 
de altura 1. 
ii. Explotar en puntos cerrados y después en curvas principales singulares 
hasta lograr que todas las curvas principa,les del transformado estricto 
de S sean permisibles del primer tipo. 
- 0  A continuación nos proponemos estudiar el comportamiento de A,(z)  por 
explosiones en puntos cerrados. 
Con este propósito liaremos una clasificación de los puntos aislados de 
 AS). 
3.5.1 Clasificación de los p u n t o s  ais lados de V(As).  
Como ya se hizo en 3.3.5, en primer lugar clasificaremos los puntos aislados 
de V ( A s )  según el número de curvas principales singulares que pasen por él: 
Puntos de  Cruzaniiento: si nC, = 2. 
Puntos sin Cruzamiento: si flC, = 1 
Recordemos que por la. Proposición 3.3.2 para todo curva principal sin- 
gular C c V(As) y para todo punto cerrado z E C C S se tiene que 
A continuación clasificaremos los puntos aislados de V(As) según se dé la 
igualdad o no en (3.32). 
Clasificación de los puntos de cruzamiento. 
Sea z E V(As) iin punto de criizamiento, con n(x) = y E Y ,  y 
En Ow,l escogemos un sistema regular de parámetros conveniente 
de modo tal que: 
T = ~JZIP'V? donde v es una unidad en Oiv,, y a l , a z  E IN,o; 
S(S), =< v3 > . 
" 
Sea 
c z  = {Cl,CZ) 
con 
S(Ci)c =< vi, "3 > y S(C2), =< V 2 ,  u3 > . 
El módiilo de diferenciales con polos w(n), está generado por los elementos: 
vincrilados por tina relación: 
donde alguno de los coeficientes es una unidad en Oiv,,. 
Por 2.7.7 (2.49) saheinos que 
A , ,  =< a l , az  > ( mod < u3 >). (3.35) 
y por la Proposición 3.3.2, 
A c 2 ,  =< a l , m  > ( mod < vziv3 >). (3.37) 
Si ord,(Aa,) = r definimos In,(As,,) como la imagen de As,, por la apli- 
cación natural 
In, : U , ,  -+ Gr,(Ow,,). 
Obsérvese qiie con esta definición, In,(As,,) es el conjunto de las clases de 
los elementos de As,, en m(x)'/m(x)'+'. 
Con esta notación establecemos la siguiente clasificación: 
i. Diremos que x es un punto de primer tipo si: 
< In, (As,,) >c< In,(vl) >c Gr(Os,,), 
6 
< 1% (As,,) >c< In,(vz) >C Gr(Us.,). 
. . 11. Diremos qiie x es un punto de seg~indo tipo si no es d e  primer tipo. 
Clasificación de los p u n t o s  sin cruzamiento.  
Sea x E S iin plinto sin cruzamiento, con ~ ( x )  = y E Y y 
En OwF escogemos un sistema regular de parámetros adecuado, 
de modo que: 
T = v .  l l" ' ,  donde v E Ow,, es una unidad, y al E N>@ 
Z(.S), =< v3 >. 
Con estos da.tos, el módulo de diferenciales con polos w(T), está generado 
por los elementos 
vinciilados por una relación, 
donde alguno de los coeficientes ni es una unidad en Ow,,. 
Por 2.7.7 (2.49) el ideal jacobiano de S viene dado por 
A , ,  =< al,a2 > ( mod < v3 >). 
Sea 
r = ord, ( A , , ) .  
Sea C,, la curva principal singular de S que contiene a x ,  
Por la Proposición 3.3.2 su ideal jacobiano viene dado por: 
AcIjz =< a1,a2 > ( mod < vl,v3 >>). (3.42) 
i. Diremos que T es un punto de primer tipo si: 
-. . 
. . 
11. Diremos que x es un punto de segundo tipo si no es de primer tipo. 
Si V ( A s )  no tiene componentes de dimensión 1 definiremos una función! 
. 
Fs, que utilizaremos para medir el cambio de A S ( x )  por explosiones en cen- 
tros permisibles. 
Definición 3.5.2 Sea K : 1.V -, Y un morfismo casi-liso, de dimensión 3, 
y sea S c W una superficie geométricamente permisible y plana sobre Y .  
S~~pongnmos que As no tiene componentes de altarn l .  Entonces definimos 
la junción, 
F s : S - - + W ~ W ~ { O , l } ~ { O , l }  
del siguiente modo: 
i. Si x +! V ( A s ) :  
Fs ix )  = ( O ,  O ,  O ,  O ) .  
ii. Si z es un punto de cruzamiento, i.e. 
Cz = {C,, , Ci2) con i ,  < 22,  
y s = mnx{ordz(Aci,),  ordz(Aci,)}, entonces: 
F s ( x )  = ( o r d , ( A s ) , s ,  ] , O )  
. . . 
211. Si x es un punto sin civzamiento de primer tipo y 
entonces: 
F s ( x )  = (o rd , (As ) ,  ord,(Ac;,  ), 1 , l ) .  
iv. Si x es un punto sin cruzamiento de segundo tipo y 
entonces: 
F.(.) = ( o r d , ( ~ s ) ,  onl , (Aci l  ), 0,0) . 
Ordenaremos el conjunto IN x IN x {O, 1) x {O, 1 )  utilizando el orden lezi- 
cográfico. Asi definimos: 
Observación 3.5.3 Obsérvese, que la función Fs sólo se define si V(A.) 
no tiene componentes de dimensión 1. Supongamos que partimos de una 
superficie S sobre la que podemos definir la función Fs y sea 
la explosión con centro iin punto cerrado. Sea SI el transformado estricto de 
S, y E el divisor excepcional. Es posible que 
en cuyo caso no podremos definir la función Fs, .  
Por la Proposición 3.4.1, existe una secuencia finita de explosioiies en 
centros permisibles: 
de modo que As ,  no tiene componentes de altura 1, y por lo tanto estaremos 
en condiciones de definir la. función F . , ,  que compararemos con F . .  
A partir de este momento adoptaremos el siguiente convenio: Por la 
Proposición 3.4.1, podemos suponer que As no tiene componentes de al- 
tura. 1 ,  por lo que podemos definir F.. A continiiación, consideramos la 
explosión con centro iin plinto cerrado convenientemente escogido, y después 
un proceso de eliininación de componentes de altura 1, lo que nos permitirá 
definir la función F sobre el transformado estricto de  S. 
Proposición 3.5.4 Sea S C W una superficie geométricamente permisible 
cuyo ideal jacobiano As no tiene componentes de altum 1. Sea x  E V(As), 
con 
x  E &Fs, 
y sea 
e N  itN - ... 3 Wl W 0 = W  A Y 
S ,  4 . . .  + S, & = S  
la explosión con centro x seguida de una eliminación de componentes de 
alturn 1. S i  SN  denota el transjormado estricto de S en WN y EN es el 
divisor excepcional correspondiente a la última explosión, entonces 
y si eziste un  punto cei-rndo z E SN n EN tal que 
entonces: 
i. i es el único punto cerrado de SN  n EN en el que la función FsN toma 
el valor iClnr(Fs). 
ii. : es un punto mcional sobre Os,,. 
. . . 
Z Z Z .  i es un  punto sin cruznmiento de segundo t i ~ ~ o .  
Demostración: Sea. z E m F s ,  de modo que ~ ( x )  = y E Y ,  y 
Supongamos que 
ord,(As) = T .  
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Puesto que desarrollaremos un argumento local, sin pérdida de generalidad 
podemos suponer que x es el único punto aislado de V(As). 
En OMr.r, escogemos iin sistema regular de parámetros adecuado 
de modo qiie 
e Se tiene una expresión pa,ra T: 
T = . - 1  -2 1 i (3.44) 
donde u es u n a  unidad en Orv,,, y a i , a z  E N. 
e Tenemos la siguiente expresión para una ecuación local de S: 
Para desarrollar la demostración de esta proposición, distingiiiremos clifer- 
entes casos según el tipo de punto aislado en el que vayamos a explotar. 
Si x es un punto de cruzamiento. 
En tal caso, en la expresión para T (3.44) se t,iene qiie al, az> O. Considere- 
mos C, = {C1, Cz}, con 
~ ( C I ) ,  =< Vl,V2 >, 
~ ( C Z ) ~  =< 1 l z i V 3  > . 
El módiilo de diferenciales con polos w ( n ) ,  está generado por los elementos 
vinciilados por una relación, 
donde algiino de los coeficientes ai es una. unidad en Otr:,. 
Con estos datos, podemos describir los jacohianos (2.7.7): 
Y 
A c , ,  =< al ,az  > ( mod < vz,v3 >). (3.49) 
Consideremos los números naturales: 
(recordemos que por el Corolario 3.3.4, r 5 s i ,  sz) ,  
Sea s = max{sl, sz}, entonces: 
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 
Consideremos a continuación, la explosión en el punto x: 
e : Wl + W. 
Denotaremos por SI el transformado est.ricto de S ,  (C1)i el de C I ,  (Cz)l el 
de Cz, y por El a1 divisor excepcional. Sean, además, (C3)1 = SI í l  El, y 
"1 = x o e. 
Consideremos la carta afín: 
U1 1'3 O , ,  --t B = Ow,, 
A lo largo de esta carta, el módulo de cliferenciales con polos está generado 
.
por los elementos: 
la relación (3 .46)  da lugar a la relación: 
Extrayendo factor común v2, encontramos la relación que vincula a los ele- 
mentos de (3 .51):  
Por 2.7.7 (2 .49) ,  para todo punto cerrado z E V(< u2 >) í l  S,  el ideal 
jacobiano de S ,  viene dado por 
al al az AS,, =< -, - > ( mod < (u3 ) ,  >) = u;-' < 1 , ~  > ( mod < (u3)1 >) 
u2 u2 u2 u2 
Sea X I  = (C l )1  í l  El .  Por la Proposición 3.3.2: 
En esta carta la curva (C3)1 = SI íl El se describe como: 
1((c3)i) =< ~ 2 ,  (u3)l > . 
Los cálculos en la carta afín 
son similares a los que acabamos de efectuar. Denotaremos por x2 = (C2)1 íl 
E l .  
Si r > 1 consideramos iin proceso de eliminación de la componente (C3)1: 
e, e i  \vr 4 . . .  -% w, - i V o = W  Y 
S? + ... d S,  - so=s 
Denotaremos por Si el transformado estricto de Si- , ,  ( C l ) ;  y ( C z ) ;  los trans- 
formados estrictos de ( C 1 ) i - ,  y ( C z ) i - l  respectivamente, por E; al divisor 
excepcional correspondiente a la explosión 
w, - w;-1 
y por (C3); = Si n E;. Finalmente sea T, = T o el o . .  . o e, 
Consideremos la carta afín 
Si denotamos por 
vi v3 
i = - Y (v3)r = y 
U2 U2 
a lo largo de  esta carta afín el módulo de diferenciales con polos w(n,) está 
generado por los elementos: 
Un razonamiento indiictivo nos permite deducir que la relación que vincula 
a los elementos de (3.54) es: 
a l  d(vi)i + 
-- 
V I '  ( v i ) ~  
ni a2 
y + y + ~ a 3 ( v 3 ) ~  
U2 v2 
Por 2.7.7 (2.49) sabemos que en esta carta afín: 
al a2 4, =< 1, > ( mod < ü3 >). (3.56) 
U2 v2 
Sea (xl), = (Cl), n E,. Por la Proposición 3.3.2: 
al az 
4 ( ~ 3 ) ,  =< y,y > ( mod < v2,ü3 >). (3.58) 
u2 u2 
Por analogía denotaremos por (xZ), al punto cerrado (Cz), n E,. 
Obsérvese qiie + E Os, es el transformado estricto de  a l  I S E  Os,= tras 
"2 
la explosión con centro x y que la explosión con centro una curva induce la 
ident.idad sobre Si .  
Si para t.odo punto cerrado y E (C3), se tiene que 
entonces por (3.50) claramente 
Si por el contrario existe un punto cerrado z E S, í l  E, tal que 
entonces existe un polinomio homogéneo de grado 1, 
1 E Gr,(Os,,) 
tal que 
< In,(As,=) >=< 1' >C Gr,(Os,,), 
y en particiilar 
< In,(a,) >=< 1' >C Gr,(Os,,). 
Nótese que en este caso existe un único punto cerrado z E S, n E, en el que 
As, es un ideal propio. Además z es racional sobre Os,,. 
En este contexto la función Fs, se define como sigue: 
Si x, es un punto de primer tipo entonces o bien 
y en t,ai caso z = (C1), E, = (C,), n (C3)r = ( x ~ ) ~ ,  O bien 
i.e. 
< In,(vz) >=< 1 >C Gr,(Os,,) 
en cuyo caso z = (CZ), n El = (Cz), fi (C3)r = ( ~ 2 ) ~ .  
En cua.lqiiiera de los dos casos z es iin punto de cruzamiento. Por el 
Lema 3.4.3 además se tiene que 
Si = ( x I ) ~  entonces si > r = sz. Sea S' = max{sl - r, r}. En tal 
caso: 
Fs,(z) = (r,  S', 1,O) < F s ( ~ ) ,  
y (e,), es una curva permisible de primera clase en z (véase (3.50)). Si 
z = ( ~ 2 ) ~  entonces s z  > r = si. Sea S' = max{sz - r,r}.  En tal caso: 
y (CI),  es una curva permisible de primera clase en z (véase (3.50)). 
Si x es un punt.0 de segundo tipo entonces 
por lo que (Ci), y (Cz), son permisibles de primera clase en (zl),  y 
(x2),, respectivamente y como consecuencia cl piinto z rio es un piinto 
de cruzamiento. Eii tal caso C, = {(C3)r}r y z es un punto de segundo 
tipo ya qiie por 3.3.2: 
Ohsérvese además que z es el único punto cerrado donde (C3)r no es 
permisible. Concluin~os por tanto que: 
(véase (3.50)). 
Si x es un punto sin cruzamiento. 
En tal caso, en la expresión para r (3.44) se tiene que cu2 = O .  Consideremos 
C, = {C1}, con 
m 1(CI),  =< U l , l ) 2  > .  
El módulo de diferenciales con polos w ( s ) ,  está generado por los element,os 
vinculados por una relación: 
donde alguno de  los coeficientes a; es una unidad en Oiv,,. 
Con estos dat,os, podemos describir los jacobianos (2.7.7): 
As,, =< a1,az > ( mod < u3 >), 
Consideremos los números naturales: 
(recordemos que por el Corolario 3.3.4, r 5 s i ) .  
Con estos datos se tiene que: 
m Si x es un punto de primer tipo: 
Fs(x)  = ( ~ , s ~ , l , l ) .  
Ol,sérvese que en tal caso sl > r .  
e Si x es un punto de segundo tipo: 
J's(x) = (r, SI ,  O, 0). 
Nótese que en tal caso s l  = r .  
Consideremos la explosión en el punto x: 
e : Wl -, W. 
Denotaremos por SI el transformado estricto de S, por (CI)I al de CI, y por 
E, al divisor excepcional. Sean, además, (C2)l = S1 í l  El, y ni = n o e.  
Consideremos la carta afín: 
Para i = 1.3 definimos: 
A lo largo de esta carta, el módillo de diferenciales con polos está generado 
oor los elementos: 
La relación (3.59) da lugar a la relación: 
Extrayendo factor común vz encontramos la relación que vincula a. los ele- 
mentos de (3.64): 
Por 2.7.7 (2.49), para todo punt.0 cerrado z E V(< u2 >) fi Si el ideal 
jacohiano de Si viene dado por 
a1 As,,, =< -,a2 > ( mod < ( ~ 3 ) l  >). - 
'J2 
Sea. xl = (Cl)l í l  El. Por la Proposición 3.3.2: 
En esta carta. la curva (C3)1 = SI íl El se descri1,c como: 
z((C3)1) =< v'Z,('J3)1 > . 
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Si ord,al Is= r entonces en esta carta afín; 
r-1 al a 2  
as, = u, <-,,>(mod <(u3l I  > .  
u; u2 
Si r > 1 consideramos el proceso de eliminación de la componente 
(C2)1: 
e, w, - ... 3 wi i, W o = W  i, Y 
S, + ... - SI + so=s 
Sea S; el transformado estricto de  S;-I, (Ci); el transformado estricto 
de  (CI)i- l ,  E; el divisor excepcional correspondicnte a la explosión: 
( C 2 ) i = S i n E i , y ~ , = r o e , o  ... o e l .  
Consi<leremos la carta afín 
Ow,= -' Olv,= [u: -, v:] 
Si denotamos por 
VI u3 (VI)I = -, Y (u317 = 7 
u2 
a lo largo de esta carta afín el módulo de  diferenciales con polos w(?r,) 
est.á generado por los elementos: 
Un razonamiento inductivo nos permite deducir qiie la relación qiie 
vincula a los elementos de (3.67) es: 
Por 2.7.7 (2.49) sabemos que en esta carta afín: 
a l  a2 As, =< -, - > ( mod < v, >); 
u; v;-1 (3.69) 
y por la Proposición 3.3.2: 
Obsérvese que en este caso (z) es el transformado estricto del elemento 
a l  en Os, y que las explosiones en centros de climensión 1 inducen la 
identidad en S,. 
Si ord,al I s >  r entonces en la carta afín: 
se tiene que: 
a l  a2 
As, = v; < -,- > ( mod < ( v ~ ) ~  > 
v2 v; 
Como r 2 1 consideramos el proceso de  eliniinación de la coGponente 
(C2)1: 
Sea S; el transformado estricto de Si-l, (Cl);  el transformado estricto 
de (Cl)i-l ,  E; el divisor excepcional correspondiente a la explosión: 
(C2)i = Si n E; y ?r,+l = a o el o . .  . o e,+l. 
Consideremos la carta afín 
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Si denotamos por 
a lo largo de esta carta afín el módulo de  diferenciales con polos w(n,) 
está generado por los elementos: 
Un razonamiento inductivo nos permite deducir que la relación que 
vincula. a los elementos de (3.72) es: 
Por 2.7.7 (2.49) sabemos que en esta carta afín: 
a l  a2 
- > ! mod < ü3 >). As, =< pi' ",; (3.74) 
2 
Sea (z~),+~ = (Cl),+l n E,+,. Por la Proposición 3.3.2: 
Obsérvese que en este caso (z) es el transformado estricto del elemento 
a 2  en Os, y que las explosiones en centros de dimensión 1 inducen la 
identidad en SI. 
Denotaremos por k al número natural r ó r + l según sea el caso para evitar 
tener que estar considerando por separado y reiteradamente los casos en que 
ord,al Is= r y ord,aI Is> r.  
Si tras la cadena de explosiones 
para todo punto cerrado z E S k  n E k  se tiene que: 
ord,(Ask,,) < r 
entonces claramente por (3.62) y (3.63), 
MaxF., < Fs(x). 
Si por el contrario existe un punto z E S k  íl E k  tal que 
o ~ ~ , ( A s ~ , ~ )  = r,  
entonces existe un polinomio homogéneo de grado 1 en Gr,(Oa,) tal que 
y por lo tanto el punto z es el único punto cerrado en SknE, con ord,(As,,,) = 
r y es raciona.1 sobre OS,,. 
A continuación, argumentaremos de manera diferente, según cl tipo de 
punto que sea x: 
Si x es iin punto de primer tipo entonces 
y por tanto 
< In,vl >=< 1 >C Gr,(Os,,) 
por lo que z = (Cl)k n Ek = (Cl)k n (eZ), y z es un punto de cruza- 
miento. Sea 
ord,(A,c,,,) = S:. 
Nótese qiie por el Lema 3.4.3 S; 5 s l .  Sea S' = max{si,r).  Se tiene 
entonces qiie: 
(véase (3.62)). 
e Si z es un pi1nt.o de segundo tipo entonces 
En tal caso la curva (Ci)k es permisible en en el punto (C1)k í l  Ek y 
por lo tanto z es un punto sin cruzamiento. Por 3.3.2: 
por lo qiie z es el único punto de (CZ)k donde esta curva no es permis- 
ible, y ademá.s z es un punto de segundo tipo y por lo tanto: 
Fs,(z) = (r, r ,0,  O) = F , ( z )  = ( r ,  r,O, 0). 
(Véase (3.63), 
3.6 Demostración del Teoreina 3.1.2. 
Consideremos la explosión con centro una curva permisible C C S:  
Tal y como hemos indicado en la sección 3.4, el transformado estricto de S, Si 
es naturalmente isomorfo a. S. Sin embargo esta explosión induce una trans- 
formación en el jacobiano de S ,  hecho que describimos en la Proposición 3.4.1. 
La Proposición 3.4.1 nos permite ignorar las componenetes de altiira 1 
del ideal jacobiano dc S siempre que sea necesario, lo que desde luego supone 
una simplificación a la hora de demostrar el Teorema 3.1.2. A lo largo de este 
sección adoptaremos como convenio ignorar las componenetes de dimensión 
1 de V(As).  
En la sección 3.5 hemos definido una función semicontiniia superiormente 
que hemos denotado por Fs (Definición 3.5.2), cuyo comet.ido es medir la 
falta de permisibilidnd de S. En la Proposición 3.5.4 hemos estiitliado el 
comportamiento de esta fiinción por explosiones en centros permisibles. 
3.6.1 Afirmación: 
3.6 DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA ... 
No existe una secuencia infinita de ezplosiones 
con centros en puntos cerrados z; E V(As;) (S; denota el transformado es- 
tricto de Si-]) tal que: 
i. cada punto si es  sin cruzamiento y de segundo tipo; 
ii. ademcis: 
Fs,(zi) = Fs0(xo). 
Es t ra tegia .  
Para demostrar esta afimación construiremos una curva formal, C ,  que con: 
tenga al punto z = so y tal que para todo i E IN, (C ) ;  contenga al punto zi 
(donde (C); denota el transformado estricto de (e);-1). 
La construcción de este curva formal nos obliga a trabajar en el anillo 
Ow,,. Para trasladar la información procedente del módulo de diferenciales 
con polos, w(s),, al anillo dLV, utilizaremos el módulo de diferenciales sepa- . .
rado, f i o , = .  En esta etapa de la demostración del Teorema 3.1.2 utilizaremo; 
fuertemente algunos de los resultado que aparecen en [Iíu]. 
3.6.2 Demostrac ión d e  l a  afirmación 3.6.1. 
Sea x E V(As) un punto cerrado sin cruzamiento y de primer tipo. Supong- 
amos que s (x )  = y E Y,  y m(y) =< T >C Ov,,. En Ow,, escogemos iin 
sist.ema regular de parámetros conveniente: 
de modo que 
i. T = v .  u:' donde v es una unidad en OL~,,  y a l> O. 
i i .  Z(S), =< u3 >. 
Con esta notación sea: 
Desarrollaremos la demostración de la afirmación en diferentes etapas. Los 
módulos de diferenciales que consideremos siempre serán relativos a Y aunque 
no se señale explícitamente. 
E t a p a  1. Sobre  los módulos de diferenciales O & , =  y O ; , * .  
El Ow,z-módi~lo de diferenciales O&,,,, está generado por los elementos 
Recordemos que el rango genérico del Olv,,-módulo de diferenciales O&,,* 
es 2 .  Existe por tanto iin ideal de Fitting correspondiente a O & , =  que deno- 
taremos por 'D(Ow,,). 
Razonando de manera similar sabemos que el Os,,-módulo de diferen- 
ciales O & , *  está generado por los elementos 
y también sabemos que el rango genérico de este Os,,-módulo es 1, por lo 
tanto denotaremos por 'D(Os,,) a su ideal de Fitting correspondiente. 
w w 1 
a E t a p a  2. Sobre  los módulos OdW,. Y OdS,.. 
Consideremos el anillo local Ow,, y su completado con la topología m-ádica 
Otv,z. Por el Teorema de estructura de Cohen para anillos locales completos 
([Col o [Mal) existe un Iiomomorfismo sobreyectivo: 
donde 7 es un anillo de valoración discreta con ideal maximal p 7 ,  donde p 
esla característica. delciierpo residual .kw(z). 
Obsérvese que 
< p - i i t f  >C Ker(v), 
donde 11 E 7[1 t l ,  t 2 ,  t 3  I] es una unidad, y a' Como 
dim (7[1 t l ,  t z ,  t3  (]/ < p - ~ i t f  >) = 3 
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necesariamente se tiene el isomorfismo: 
T[I t l ,  t 2 ,  t3 III < P - ~ t a '  >= owIr. 
De manera natural se obtiene además el isomorfismo: 
Para abreviar usaremos la notación: 
= 7[1 t i ,  12, t 3  11, 
w 
Dado iin anillo C designaremos por Oc al álgebra tliferencial universal finita 
de C (1.2.5). Utiliza.ndo algunos de los resiiltados mencionados en el Capitiilo 
1, se tiene que: 
i. Por el Corolario 1.2.13 el ágebra diferencial 6 R  existe y además 
y por la Proposición 1.2.4 la parte homogénea de grado 1 del álgebrd 
diferencial f l o w , r ,  Ohw,, se identifica canónicamente con el Ow,,-módulo 
de diferenciales de IiSliler de Ow,,. 
w 
ii .  Por el Corolario 1.2.13 el ágebra diferencial f lA  cxiste y además 
y por la Proposición 1.2.4 la parte homogénea tle grado 1 del álgebra 
diferencial Oo,,=, se identifica canónicamente con el Ow,,-rnódiilo 
de diferenciales de I<ahler de Os.,. 
iii. Por la Proposición 1.2.14 y el Corolario 1.2.15 el módulo de diferenciales 
w 1 
OLq existe y es libre de rango 3. 
iv. Por el Corolario 1.2.10 para todo ideal 1 C B existe una siicesión 
exacta: 
w 1  -1 
1/í? ---+EL /Z RLI+RUII-+ 0. 
w - 1  
Si denotamos por 2> ( R )  al ideal de Fitting correspondiente a 0, entonces 
se tiene que 
5 ( R )  v¡Ow,,) @ o , ,  R 
w w 1 
y si denotamos por 2) ( A )  al ideal de Fitting correspondiente a f lA  entonces 
5 ( A )  2  OS.,) @o,,  A. 
Etapa 3. Sobre los módulos W ( a )  y W ( a  1s). 
Aún no hemos hecho uso de los módulo de diferenciales con polos w(a),, 
Y u(" IA)=. Nuestro próximo propósito es utilizarlos para definir ciertos 
módulos sobre los anillos completos R y A. Definimos entonces: 
w - 
Sean ahora Aw y As los ideales de Fitting, correspondientes a W ( a )  y 
( a  I s ) ,  respectivamente. Entonces 
Y 
w 
As= As,, @ o , =  A. 
Si denotamos por Q(R)  al cuerpo de cocientes de R entonces: 
y si denotamos por ' ( A )  al cuerpo de cocientes de A entonces: 
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Nótese que por (3.84) (n)  es un R-módulo sin torsión, por lo qiie la 
- 
ley de transformación por explosiones del ideal A s  es la misma que la del 
ideal As. 
Etapa 4. Construcción de la curva C. 
Consideremos la secuencia de explosiones: 
con centros los punt.os cerrados x;. Recordemos qiie los puntos X; son puntos 
sin criizamiento y de segundo tipo en As, (Si el transformado estricto de 
S;-1). Sea R = Spec(R) y A = Spec(A). Lasecuencia de explosiones descrita 
anteriormente induce una secuencia de explosiones en el completado: .:> 
Y puesto que por hipótesis As., #< 1 >, se tiene qiie 
Dado que todos los puntos de la secuencia { s i }  son racionales sobre R y 
nunca se encuentran en la intersección de dos divisores exepcionales existe 
una ciirva regiilar C en Spec(R) tal que x E C y x; E (C);  para todo i E N, 
donde (C); denota el transformado estricto de (C)i-,. En R fjamos el sistema 
regular de parámetros: 
I t l ,  w, t 3 1  
de moclo tal que 
m T = 1 1 ' t 7 ' ,  donde u' es una unidad en R y al > 0. 
u 1  
En tal caso RR está generado por los elementos 
Por la sucesión exacta de la Proposición 1.2.4, tomando Z =< p - u'tp' >, 
existe una relación que vincula a los elementos que aparecen en (3.86): 
Esta relación es no trivial puesto que 
Por (3.84) el módulo w ( x )  está generado por los elementos 
La relación (3.87) induce iina relación no trivial entre los elementos de (3.88): 
dtl Dtl- + Edw + Fdt3 = 0. 
tl (3.89) 
Dada una relación no nula que vincule a los elementos de (3.88) siempre 
podemos encontrar la relación generadora de todas las que vinculan a los 
elementos de (3.88) sacando factor común el máximo común divisor de los 
coeficientes. En este caso la relación generadora de todas las que vinciilan 
a los elementos de (3.88) se obtiene de la relación (3.89) extrayendo factor 
común a los elementos D t l ,  E, y F. Si denotamos por C a este factor común 
se obtiene que: 
L)t l  dtl E: 
-- 
F + -dw + -dt3 = 0.  
G ti G G (3.90) 
es la generadora de todas las relaciones que vinculan a los elementos de (3.88). 
.. 
Obsérvese que puesto qiie AA# A, 
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Ley d e  transformación p o r  explosiones. 
A continuación calcularemos explícitamente el valor del ideal 
- 
AAN+N> 
para todo N E N. Probaremos por inducción que 
N = 1. Consideremos la explosión con centro 
X = Z o  = V(< t1,111,t3 >), 
R, -t n, = R. 
Puesto que por hipótesis x es iin punto sin cruzamiento de segundo 
-. 
' d 
tipo, para analizar el ideal As,,,, es suficiente analizar la carta: 
Sean ( w ) ~  = y (t3)1 = t. El punto xl  es el punto cerrado correspon- 
diente al ideal maximal 
V(< 11, (w),,(t3)1 >). 
En esta carta el módulo W ( r l )  está generado por los elementos: 
y la relación (3.90) da lugar a la relación: 
Extrayendo factor común tl en esta última relación obtenemos que 
y por lo tanto 
- Dtl E 
- > ( mod < (t3)l >). A A ~ . = ~ = <  %> 
Supongamos que por hipótesis de inducción: 
- Tenemos la secuencia de explosiones en los puntos {x~}~=~, . . . ,N:  
- Analizamos la. carta 
- ( 1 0 ) ~  = Y ( 1 3 ) ~  $. 
- El piinto cerrado X N  es el correspondiente al ideal maximal 
u 
- El ORN-mó<liilo w (aN) está generado por los elementos 
y hay una relación que los vincula: 
Consideremos la explosión con centro el punto ZN.  Piiesto que por 
hipótesis ZN+I  es un punto sin criizamiento y de primer tipo, para 
u 
analizar el ideal nos basta considerar la carta 
Sean ( t ~ ) ~ + ~  = $+y (t3)N+, = +. El punto XN+I  es el punto 
1 1 
cerrado correspondiente al ideal maximal 
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.., 
En esta carta el ORN+, -módulo w (aN+1)  está generado por los eie- 
mentos {+. ~ ( w ) N + I ,  ~ ( ~ I ) N + I  1 (3.99) 
La relación (3.98) da lugar a la relación: 
Extrayendo factor común t l  en la relación (3.100) se obtiene que la 
relación generadora de todas las que vinciilan a los elementos de (3 .99)  
es: .. 
Y como consecuencia obtenemos que 
Puest.o que para todo N E IN 
necesariamente 
Dti  C:( mod < 13 >) E< w > mod < t3 > 
Puesto que t l  es coprimo con w esto significa que 
D (  mod < t3 >) E< 70 > mod < t3 > . (3.102) 
e Etapa 5. Conclusión. 
3.6.3 Sea. C = R/ < w ,  t 3  > el anillo de la curva C en el punto x. Utilizando 
la sucesión exacta (3.81) y tomando I =< p - v t f ,  tu, t3 > se tiene que: 
rrl -1 
1/12 -6; /I Os-flc+ O. (3.103) 
- 
Recordemos que flB es un U-módulo libre de rango 3. Usando la matriz: 
-1 
deducimos que el ideal de Fitting asociado a Oc viene dado por 
5 (C) =< D > ( mod (< w,t3 >) = O( mod < w,t3 >), (3.104) 
donde en la última igualdad hemos utilizado el resultado (3.102) obtenido 
- 1  
en la Etapa 4. Podemos afirmar por tanto que el C-módiilo flc tiene rango 
genérico 1. 
-1 
3.6.4 Nos proponemos ahora calcular el rango genérico de flc de otro modo. 
Consideremos el cuerpo k(p) = 7 / p 7 .  Obsérvese que el anillo C @7 k(p) 
es un k ( ~ ) - e s ~ a c i o  vectorial finitamente generado. Por el Teorema 1.4.8 el 
anillo C es un 7-módulo finito. Sea Q ( 7 )  el cuerpo de cocientes de anillo 7, 
y dado un elemento g E R sea g su clase en el anillo C. Con esta notación 
consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 
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Obsérvese que C @7 '47) es una extensión finita y separable de Q('T), por 
lo que 
' ~ @ T Q ( ~ ) I Q I ~ )  = O' 
Deducirnos de aquí que el rango genérico del C-módulo 0; es cero. Por la 
?. 1 
Proposición 1.2.8 se tiene que Rc es un cociente de O;, de donde deducimos 
-31 
que el rango genérico del C-módulo Rc es también cero, por lo que no puede 
ser 1 como habíamos concluido en 3.6.3. O 
Capitulo 4 
Exponentes idealisticos y 
superficies aritméticas. 
4.1 Introducción y notación. 
4.1.1 Consideremos un morfismo casi-liso a : W -, Y, y X C I.V una 
hipersuperficie plana sobre Y. 
Para cada x E X,  sea j, una ecuación local de .Y en Ow,,. Dado iin 
número natural k definimos el subconjiinto cerrado de X: 
Sing(S, k) = {x E X : ord, j, 2 k} , 
donde ord, j, denota el orden en el anillo local regular Oiv,,. 
Sea 
b = max{ord,j, : x E X}, 
De este modo, b-es el máximo de las multiplicidades de .Y es sus puntos. 
Obsérvese qiie en este caso, 
Sing(X, b) = {x E X : ord, f, 2 b} = {x E X : ord,f, = b}. 
Sea x E Sing(X,b) un plinto cerrado y consideremos sil imagen, a ( x )  = 
y E Y. Como a : W -, Y es un morfismo casi-liso, la. fibra a-'(y) sobre el 
punto y es tina unión de hipersuperficies regulares con criizamientos normales: 
donde, para j = 1 , .  . . , m ( y ) ,  H, denota una hipersuperficie regular. 
Sea. f, IH, la restricción de f, a la hipersuperficie H,. En general se tiene 
que 
ord,f, I H ,  > b, 
donde ahora ord, f, IHj denota el orden de la clase de f, en el anillo local 
regular OH,,~. 
Definición 4.1.2 Fijado b como en 4.1.1 diremos que X es mazimalmente 
tmnversal al morfismo n : W + Y si pam todo x E Sing(X,  b) y para todo 
H i  E E,(,) con x E Hi, 
ord,f ,  I H ; =  b. 
Dado x E Sing(.Y, b) ,  y H E E,(,) diremos que X es mazimalmente t.mnsver- 
sal n la hipersuperficie H ,  si pam todo punto cerrado x' E Sing(X,  b) n H ,  
ord,, f,. I,= b. 
S i  A' es regular hablaremos simplemente de transversalidad. 
El objetivo de este capítulo, es probar el siguiente teorema: 
Teorema 4.1.3 Sea W Y un esquema casi liso de dimensión 3, y sea 
X C W una hipersuperficie plana y reducida sobre Y .  Para cada x E X sea 
f, E OWiZ una ec~iación local de X y sea 
b = maz{or&f, : x E X ) .  
Entonces existe una secuencia finita de ezplosiones 
en centros permisibles Ci C Sing(X;,  b) (X ;  denota el transformado estricto 
de .Yi-,), de modo tal que el morfismo 
es casi-liso y, o bien 
S i n g ( X ~ ,  b) = 0 ,  
o bien X N  es mnzimalmente transversal al morfismo n ~ .  
Presenta,mos a continuación un pequeño esquema de lo que será la de- 
mostración del Teorema 4.1.3 y que desarrollaremos a lo largo de las distin- 
tas secciones del presente capítulo. Siempre que se pueda, supondremos que 
W -4 Y es un esquema casi-liso de dimensión n,  y X C W una hipersu- 
perficie, y sólo impondremos la condición n = 3 cuando sea absolutamente 
necesario. 
4.1.4 En primer Iiigar probaremos que, tras una secuencia finita de explo- 
siones en centros permisibles, podemos suponer que el transformado estricto 
de la hipersuperficie X es genéricamente lisa sobre Y (¡.e. si .F denota el 
cuerpo de cocientes de Y entonces la localización WF -+ Spec(.F) es iin 
morfismo liso). Para ello siipondremos que la dimensión de W es 3. Este 
resultado se recoge en la Proposición 4.2.1 
En estas condiciones, el cerrado Sing(X, b) es un siihesquema vertical 
sobre Y, ¡.e. existe un número finito de puntos cerrados 
Yb= { Y I , . . . , ~ ~ }  CY, 
tales que 
r (Sing(X, b ) )  = E. 
Para cada punto yi E Yb consideramos el conjunto 
-1 E,, = rr (y¡) = H~,.  
Recordemos que {Hi,j}i,i ,,,,,,; j= ,  ,..., ki es un conjunto de hipersuperficies reg- 
ula.res con criizamientos normales puesto que el morfismo x : W -+ Y es 
casi-liso. 
Sea x E Sing(.Y, b). Para i = 1,. . . ,T ,  y j = 1 . .  . , k; tendremos que 
.: 
ord,f, I H , ,  L b. 
A cont.iniiación observamos que aunque con la explosión en un centro 
permisible 
e : Wl -+ W, 
agregamos nuevas hipersuperficies como componentes a las fibras del mor- 
fismo rl = x o e, el transforn~ado estricto de X es de manera automática 
maximalment,e transversal a ellas (Lema 4.2.4). 
Al final de la sección 4.2 concluimos que para demostrar el Teorema 4.1.3, 
es suficiente con separar el conjunto cerrado 
del corijunto de hipersiiperficies 
mediante explosiones en centros adecuadamente escogidos. De hecho, como 
sólo hay un número finito de hipersuperficies en H-'(&), nos basta demostrar 
el Teorema 4.1.3 en el caso en que sólo hay una. En lo que resta de capítiilo, 
denotaremos a esta hipersuperficie por G. 
Obsérvese que separar el cerrado Sing(X, b) de la hipersuperficie G tiene 
un sentido preciso a través de la noción de resolución de exp0nent.e idealístico 
introdiicida por Hironaka. 
4.1.5 Nuestro sigiiiente propósito es describir el contacto entre las hipersu- 
perficies X y G. A tal efecto, pretendemos repetir en el contexto aritmético 
las técnicas introducidas por Hironaka en el caso de variedades sobre cuerpos. 
Para ello, nos proponemos introducir el análogo al exponente idealístico de 
Hironaka. 
Fijemos un punt,o cerrado x E Sing(X, b) í l  G. Consideremos el comple- 
tado, dw,,, del anillo local Ow,,. Por el Teorema de estructura de Cohen 
para anillos completos ([Col, ó [Mal), se tiene qiie Oiv,, es isomorfo a un 
cocient,e de 
711 V I , . .  .,Un 11, 
donde 7 es iin anillo de valoración discreta con Z,,, C 7 para algún primo 
p E Z! y < p 7  > es el ideal maximal de 7 .  Denotaremos a este cociente por 
R. 
4.1.6 Sean f, y z E R ecuaciones de X y G, repectivamente. Si dis- 
pusiéramos en este contexto del Teorema de Preparación de Weierstrass 
([%S-]), podríamos intentar expresar f, como un polinomio en la variable 
z con coeficientes en un anillo de series formales en otras variables. IJna 
expresión de este tipo para f, es el punto de partida para la definición de 
exponente idealíst.ico de Hironaka. 
En niiest.ro caso el anillo local R no contiene ningún cuerpo. Por lo tanto 
no estamos en condiciones de aplicar un teorema de esta índole. En con- 
secuencia nos vemos obligados a desarrollar una serie de nuevas estructuras 
en el anillo R, que nos permitan obtener un resultado lo más parecido posi- 
ble a las conclusiones del Teorema de Preparación de Weierstrass. Con este 
propósito, desarrollamos en la sección 4.3 la siguiente maquinaria: 
Fijamos en R lo que llamaremos un conjunto de representantes. Dire- 
mos que un subconjunto S de R es un conjunto de representantes de 
R si verifica. las siguientes condiciones: 
i. Para cada elemento a E k ( x )  existe un único elemento s E S tal 
que 
S( mod m ( x ) )  = a .  
(Recordemos qiie k ( x )  denota el cuerpo residual del anillo R). 
ii. O E S. 
Obsérvese que: 
- Todos los elementos de S salvo el O son unidades en R. 
- S sólo es un conjunto de representantes y por lo tanto no es cer- 
rado por operaciones algebraicas elementales como la suma o el 
producto. Esta será una de las dificultades que sólo aparecen cn 
el contexto aritmético, y que tendremos que siiperar. 
En R trabajaremos, según nos interese, con diferentes sistemas de co- 
ordenadas. La definición de exponente itlealístico nos lleva a privilegiar 
iina de las coordenadas sobre las demás. El suhesqiienia determinado 
por la la coordenada privilegiada, que denotaremos por z, será G. 
En el Lema 4.3.3 probaremos que fijado iin sistema regular de paráme- 
tros F, todo elemento de R se puede escribir de manera única como 
una suma formal de monomios en F con coeficientes en el conjunto de 
representantes S. Si bien este hecho es conocido, lo incliiirnos aquí para 
que la presentación de este capítulo sea autocont,enida. 
La utilidad de este resultado estriba en que los elementos de R casi 
se piieden interpret,a.r como elementos de un anillo de series formales 
con coeficientes en iin cuerpo. La dificiiltad esencial consiste en que 
estas expresiones formales no son compatibles con operaciones alge- 
braicas elementales o cambios de coordenadas como ociirre en el caso 
de cuerpos. 
4.1.7 En R fijaremos un sistema regular de parámetros, F, y un conjunto de 
representantes, S.  Referido a estos datos, podemos considerar una expresión 
formal para f,. En la expresión para f, aparece, jugando un papel destacado, 
la variable 2 .  
Para describir el contacto local entre las hipersiiperficies X y G en un 
punto cerrado, x,  introducimos el Ideal de Coeficientes referido a un sistema 
regular de parámetros F ,  y a ecuaciones locales de S y G (Definición 4.3.7). 
Denotaremos a este ideal por Kr. El objeto (K:, b!) será nuestro exponente 
idealístico. 
Obskrvese que este ideal se construye partiendo de una expresión formal 
de f, respecto a un conjunto de representantes S y a un sistema regiilar 
de parámetros fijados. De este modo el ideal KF depende, efectivamente, 
de la elección de F. Nuestra siguiente meta es extraer del ideal de coefi- 
cientes información qiie sea independiente de las coordenadas escogi<la.~ para 
constriiirlo (¡.e. definir invariantes). 
4.1.8 Con la Definición 4.4.2 presentamos el que será nuestro primer iri- 
variante: el Índice del ideal Kr respecto de un subesqiiema cerrado regular 
Este número racional mide la intensidad del contacto entre X y G. Jiigará un 
papel decisivo en el proceso de resoliición de  niiestro exponentre idealístico. 
En la Proposición 4.4.3 probaremos que, bajo ciert,as hipótesis, el índice 
es independiente del sistema regular de parámetros escogido para la con- 
striicción del itleal de coeficientes. 
A continua.ción, en la sección 4.5, introducimos la noción de cambio de 
coordenadas v i n c ~ ~ l a d o  c n u n  sistema de coordenadas dado (Definición 4.5.2). 
Esto nos lleva a la definición de nuestro segundo invariante. En efecto, en la 
Proposición 4.5.4 probamos que bajo este tipo de cambio de coordenadas la 
Parte inicial dcl Meal de Coeficientes en un punto cerrado x es independiente 
del sistema regiilar de parámetros escogido. 
La Sección 4.6 est,i dedicada al estudio de 1a.s componentes de altura 1 
del Ideal de Coeficientes. En la Definición 4.6.2 introducimos el conjunto 
como un conjunto de hipersuperficies regulares con cruzamientos normales 
que contienen al punto x. En secciones posteriores, precisaremos la importan- 
cia del conjunto E,, pues nos referiremos a él como el conjunto de divisores 
excepcionales procedent,es de anteriores explosiones y que contienen al punt,o 
x. 
En la Definición 4.6.2 introducimos el concepto de sistema regular de 
parámetros compatible con E, y probamos, en la Proposición 4.6.3, que si 
utilizamos cambios de coordenadas compatibles con E,, el orden del Ideal 
de  Coeficientes en los primos de altura 1 definidos por elementos de  X, no 
cambia. 
4.1.9 Finalment,e, en la Sección 4.7 desarrollamos la demostración del Teo- 
rema 4.1.3. en la que distinguiremos 3 etapas: 
Etapa 1. 
En esta primera fase de la demostración del Teorema 4.1.3 justificamos el 
paso al completado. 
En la Proposición 4.7.1 probaremos que la intersección Sing(X, 6)  n G es 
vacía localmente en x si y sólo si 
donde 
sing(x:, b!j = { Z  E Spec(Ow,,) : o i . d ~ ~ r  >_ 6 ! }  
( F  es cualquier sistema regular de parámetros que contiene a z,  y z es iina 
eciiación local de G en Ow,,). 
Se dice que una cadena de explosiones 
es tina resolución del exponente idealistico (KF, b! ) ,  si para todo z' E R N ,  
sing(@, b ! )  = 0, 
donde F,, es cualquier sistema regular de parámetros en que contenga 
una ecuación del transformado estricto de G en RN (véase 4.7.2). De este 
modo el Teorema 4.1.3 se reduce a un teorema de resolución del exponente 
idealístico (KF, b!).  
Etapa 2. 
Estudiamos el comportamiento de los ideales h': por explosiones en centros 
permisibles. En el Lema 4.7.4 comprobamos que si escogemos un sist,cma 
regular de ~arámet,ros adecuado, F ,  el ideal K c  sigue una determinada ley 
de transformación por explosiones. 
En 4.7.5 introdiicimos el concepto de Descomposición Monomial del Ideal 
de Coeoeficientes referida a un sistema regular de parámctros. En el Lema 4.7.6, 
probamos que, tras la explosión en un centro permisible, el orden de  la parte 
no monomial del Ideal de Coeficientes en los puntos excepcionales de in- 
terés no aument,a. Esto no permitirá reducir el problema de resoliición del 
exponenete idealístico al caso en que el ideal de coeficientes es iin monomio. 
Para el desarrollo de esta etapa son cruciales los resultados probados en 
las secciones 4 .5  y 4.6. 
a Etapa 3. 
En esta etapa demostrainos la Proposición 4.7.8. Esta proposición nos garan- 
tiza. la. existencia de una secuencia finita de explosiones en centros permisi- 
bles, de  modo que el ideal de coeficientes, referido a iin sistema regular de 
parámet,ros adecuado, es un producto de ideales primos de altiira 1. A par- 
tir de aqiii la demostración del Teorema 4.1.3, se rediice a iin argiimento 
puramente conibinatorio (véase 4.7.9). 
En esta parte de la demostración del Teorema 4.1.3, nos vemos obligados 
a argumentar en el caso en que la dimensión de  CV es 3. 
4.1.10 Notación. A lo largo del presente capitulo, C: denotará una hiper- 
superficie regular, como en 4.1.4. 
Sea x E X un punto cerrado y sea Ow,, su anillo local correspondiente, 
entonces: 
e Denotaremos por m(x) (ó simplemente m si no hay riesgo de confusión) 
al ideal maximal correspondiente al punto x, y por k(x) al cuerpo 
residual Ow,,/m(x). 
e Ow,= = R denotará el completado del anillo Ow,, con la topología 
m(x)-ádica. 
e f, y 2 será.n ecuaciones loca.les de X y G, respectivamente, tant.0 en 
Ow,=, como en R. Para evitar notaciones excesivamente complicadas 
en ocasiones escribiremos f en lugar de f,. 
e S denotará un conjiinto de representantes en R como en 4.1.6. 
e Dado r E R, F denotará la clase de r en R/ < z >. 
4.2 Reducción al caso de superficies genérica- 
mente lisas. 
Sea W esquema de dimensión 3, ÍT : W -4 Y un morfismo casi-liso, y 
X C Y una superficie reducida y plana sobre Y. Probaremos en &ta sección 
dos resultados fundamentales: la Proposición 4.2.1, y el Lema 4.2.4. 
La Proposición 4.2.1, nos permite reducir la demostración del Teorema 4.1.3 
al caso en que X es una superficie genéricamente lisa. 
El Lema. 4.2.4 nos ga,rant.iza tras la explosión en un centro permisible, Z C 
Sing(.Y, b), el transformado estricto de X ,  X,, verifica la siguiente propiedad 
con respecto al divisor excepcional E: si Sing(X1, b) íl E # 0 entonces XI  es 
maximalmente transversal a E .  
Proposición 4.2.1 Sen LV un esquema de dimensión 3, y W -+ Y un 
morfismo casi-liso. Consideremos X c W una superficie reducida y plana 
sobre Y .  Existe Ilna sec~rencia finita de ezplosiones 
4.2 REDUCCIÓN AL CASO ... 169 
con centros permisibles C; C Sing(X'¡, b), (Xi el transformado eslriclo de 
Xi-l) ,  de modo tal que XN es genéricamente lisa sobre Y. 
Demostración: Sea 3 el cuerpo de cocientes de Y, que recordemos es un 
cuerpo de característica cero. 
Consideremos el diagrama de cambio de base, 
inducido por la. localización de Oy en 3. 
Si S es regular, entonces el morfismo 
es liso, luego .Y es genéricamente lisa sobre Y. Por tanto en este caso no Iiay 
nada que probar. 
Siipongamos que X no es regular. Consideremos la ciirva X r  = h-'(,Y) C 
WF. Obsérvese que XF es una ciirva sobre un cuerpo. Existe una secuencia 
finita de explosiones 
con centros en puntos cerrados yi E Sing((XF)¡), ((Xr)¡ el transformado 
estricto de (XF)i-l), de modo qiie (&)N es una curva regular. 
Nótese que esta secuencia de explosiones en puntos, induce tina secuencia 
de exl>losiones 
cuyos centros son curvas irreducibles y planas sobre Y, que denotamos por 
Ti C Sing(Xi), (donde X:, el transformado estricto de Si denotamos 
al morfismo inducido por h, se tiene que h-'(E) es el punto y; definido en la 
primera secuencia de explosiones. 
Sin embargo, nos gustaría preservar la casi-lisitud del medio ambiente 
WNi y no podemos asegurar, en principio, que las curvas T; sean permisibles 
en el sentido de la casi-lisitud. 
Para salvar este obstáculo utilizaremos la Proposición 4.5 que aparece 
en [V3], y que ya hemos enunciado en otras ocasiones a lo largo de esta 
memoria por ejemplo en la sección 3.1 del capítulo 3). 
De este modo, para cada elección del centro de explosión y; E (W3);, 
y para cada curva inducida T; = h-'(y;) consideramos, si es necesario, una 
secuencia de explosiones 
Wi, -t . . . - w;, 4 w;, = CVi 
U U U 
T - ... 4 I;:, d II;,=r 
con centros en puntos cerrados incluidos en V(AT ) (T;, el transformado 
'i 
estricto de Tij-]) de modo que el transformado estricto de I;: en W;,, Ti,, es 
una curva permisible. 
Esta secuencia de explosiones en puntos, no tiene ningún efecto sobre 
los esquemas (W3);, por lo que se concluye también la demostración de la 
Proposición 4.2.1. O 
Observación 4.2.2 Por la Proposición 4.2.1, podemos suponer que A' C W 
es una. siiperficie genéricamente lisa, inmersa en un esquema casi-liso. Por lo 
tanto existen un número finito de puntos cerrados 
tales que 
r(Sing(X, b)) = Y*. 
Puesto que el morfismo 
íT:M/-+Y 
es casi-liso, el conjunto ?T-'(&) es una unión de hipersuperficies regiilares 
con cruzamientos normales. En consecuencia para cada Q i  E & se tiene 
donde {flij)i=l ,,,.,, ,=1 ,,,,, ;, es un conjunto de hipersuperficies regulares con 
cruzamientos normales. 
Nuestro próximo objetivo es probar el Lema 4.2.4, para el que usaremos 
el sigiiiente resultado técnico: 
Lema 4.2.3 Sea A u n  anillo local regular, m su ideal mazimal y p C A u n  
ideal primo regular. Sean Gr,(A),  y G r p ( A )  los anillos graduados correspon- 
dientes a m y a p. Consideremos las aplicaciones natnrales: 
In, : A -+ Gr,(A) 
que a cadn elemento de A le asocian su forma inicinl e n  m o p, respectiua- 
mente.  Eiztonces: 
i. El morfismo natural de álgebras graduadas 
-. 
es inyectiuo. 
. . 
2 1 .  Consideremos el inorfismo de paso al cociente: 
Si u n  elemen.t,o g E A ueriJica que 
entonces 
P(cl ( l l lp(g)) )  = Inm(g).  
Demostmción: Como p es un ideal primo regular en A, podemos escoger un 
sistema regular de parámetros en A, {x l , .  . . , x,}, tal que 
con 1 5 r 5 n. 
Entonces, 
Grm(A) A l m  [YI,. . . , Y,], 
y existe un morfismo natural de álgebras graduadas 
con núcleo 
m (Gr,(A)) , 
por lo que el morfismo 
es inyectivo. 
Si consideramos la aplicación natural 
a : Gr,(A) -, A/m @A Gr,(A) 
se tiene que 
B o a = y .  
Sea ahora g E A un elemento tal que 
En tal caso 
r(rnp(g)) # O Y r (g )  = 
Como consecuencia 
B (ff(Inp(g))) = Inm(g). o 
4.2 R.EDUCCIÓN AL CASO ... 173 
Lema 4.2.4 Sea rr : W -4 Y un esquema casi-liso de dimensión n y sea 
X C W una hipersuperficie Para cada punto cerrado x E X sea f ,  una 
ecuación local de X en Ow,,, y sea 
b = maz{onl,f ,  : z E X]. 
Consideremos 
e : W ,  4 W 
la ezplosión de W en un centro permisible Z C Sing(X,  6 )  C CV. Sea X I  el 
transformado estricto de X y E el divisor ezcepcional. Entonces, para todo 
punto x' E E n X1, se tiene que 
donde Xi I E  = A'I í l  E. 
Demostración: Sea z E W un punto cerrado tal que 
ord, f ,  = 6. 
En OwIZ, escogemos un sistema regular de  parámetros 
de modo tal que en Ow,, 
donde 1 5 r 5 n. 
Sea m el ideal maxirnal del anillo Ow,, Consideremos la explosión con 
centro Z, 
e : Wl 4 W .  
Analizaremos a continuación la fibra del morfismo e sobre el plinto cerrado 
z E Z. 
Si r = n, ¡.e., si Z es un punto cerrado. 
Entonces 
E = e-'(Z) = Proj(Gr,(Ow,,)). 
En tal caso, se tiene que 
Grrn(O~,z)  E k(x) [ K , .  .. , K l  
ésto es, Grrn(Ow,,) es isomorfo a un anillo de polinomios con coeficientes 
en el cuerpo residual del punto x. Ahora es suficiente observar que en este 
anillo, la imagen del elemento f, por la aplicación natural 
es un polinomio homogéneo de grado b. 
Si r < n, ¡.e. si Z no es un punto cerrado. 
Entonces 
E = e-'(Z) = Proj(Grz(Ow,,)). 
Se tiene que 
G ~ z ( O I V , ~ )  E O Z , ~  [Y,, . . . , Y,]  ; 
ésto es, GrZ(Ow,=) es isomorfo a un anillo de polinomios en las variables 
6, .  . . ,Y,, con coeficientes en el anillo local regular 
Como Z c Sing(.Y, b) la aplicación: 
lleva el elemento f, a Iiiz(f,), un polinomio homogéneo de grado b en las 
variables Y,, . . . , Y,, con coeficientes en el anillo Oz,,. 
Para concluir la demostración del lema, es suficiente comprobar que para 
todo punto x' E e-'(x), ord,, ((f,)') 5 b, donde (f,)' denota el transformado 
estricto de j,. Obsérvese ahora que 
ii. Por el Lema. 4.2.3 se tiene una inclusión natural 
. . . 
111. Si consideramos los morfismo naturales de álgebras graduadas: 
entonces 
p o a  = 7. 
Priesto qiie ord, j, = ordz j, (ya que Z C Sing(X, b ) )  por el Lema 4.2.3 
se tiene que 
P(a(Inz(fz))) = Inm(fz). 
Como B es iin morfismo inyectivo a(Inz(j,)) es un polinomio ho- 
mogéneo de  grado menor o igual que b. O 
Observación 4.2.5 Por el Lema 4.2.4 y la Observación 4.2.2, la demostración 
del Teorema 4.1.3 se reduce a probar que, dada una. hipersuperficie regular 
G C CV, con Sing(.Y, b) n G # 0, existe tina secuencia finita de explosiones 
en centros permisibles Ci c (Sing(Xi, b) nGi ) ,  (donde Xi denota el transfor- 
mado estricto de Xi-,, y Gi el de Gi-l), de modo qiie 
En este punto siihrayamos un vez más (y aclararemos más adelante) la. ana- 
logía existente entre nuestro problema y las nociones de exponente idealistico 
y de resolución de exponente idealistico. 
4.3 El Ideal de Coeficientes. 
4.3.1 Sea W '-t Y, un morfismo casi-liso. Sea X C W una hipersuperficie 
reducida. Sean x E Sing(X, b)  un punto cerrado y Oiv,, = R, el completado 
del anillo local O,v.,. 
Nuestro objetivo es introducir un concepto que nos sea útil para ilustrar 
el contact.0 en x, entre X y G. Como ya hemos mencionado en la sección 4.1, 
esta idea fue desarrollada por Hironaka con la noción de exponente idealístico. 
Con este propósito definiremos el Ideal de Coeficientes referido a un sis- 
tema regular de parámetros (Definición 4.3.7). Si bien, este ideal puede de- 
pender del sistema de coordenadas escogido para su construcción, podremos 
extraer de 61 la información que necesitamos para probar el Teorema 4.1.3. 
Este es el programa a desarrollar a lo largo de próximas secciones. 
4.3.2 Fijemos una. familia de elementos en R, 
con 1 5 m 5 n,  que se pueda extender a un sistema regu1a.r de parámetros 
Para cada niímero natural k E N, definimos el conjunto: 
m 
= {( j l , .  . . , j m r . .   , j n )  E INn : xji L k ) .  
i=l 
Con esta notación, para cada número natural k definimos los conjuntos: 
1 Si k = 1 usaremos < r,, . . . ,r, >S y [ r l , .  . . ,rmIs en lugar de < r,, . . . , r, 
y [ T , ,  . . . , r,]:, respectivamente. 
Lema 4.3.3 Fijado un conjunto de representantes S y un sistema regular de 
parámetros, { t l , .  . . , t , ) ,  todo elemento h E R se puede expresar de manera 
única como elemento del conjunto [ti , .  . . , t , , ] z .  
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Demostmción: En primer lugar probaremos que todo elemento h E R es un 
Denotaremos por m el ideal maximal del anillo R. Sea 
Consideremos el anillo graduado Gr,(R), y la aplicación 
Sea 
gk = C Sii ..... i,M? ,,.., i, 3 
un elemento de R ,  tal que In,(gk) = In,(h), y de  modo tal que s i  E S, y 
M /  = tfl .. . : t k ,  con i l  +. . .+in = k (recordemos que ord,h = k). Entonces 
Si h l  f O definimos k1 = ord,(hl). Ent,onces .kl 2 k + 1. Razonando del 
mismo modo, ahora con hl, existe gk, E R tal que 
i 
donde si E S, y hf? = tfl  . . . . . t>, con il + . . . + i, = kl. En tal caso, 
Iterando el proceso, puesto que R es completo, se tiene finalmente que 
con k < kl < k2 < . . ., y gki una suma de monomios en { t l , .  . . , 1,-1, t , ] ,  de 
grado k; y con coeficientes en S, para i E N. 
Probaremos ahora la unicidad. Sea k(m) = Rlm. Puesto que los ele- 
mentos 
son linealmente independientes sobre k ( x ) ,  los elementos siy1 . . . . . tnn, con 
s E S, se escriben de manera única como elemento del conjunto 
Consideremos el conjunto formado por los monomios 
En M definimos un orden total: diremos que 
si E:='=, m; > E:='=, m: ó, E:=, mi = E:='=, m: y (mi,. . . ,m,) 2i, (m;, . . . ,m',) 
donde Li,, denota el orden lexicográfico en N". 
Bajo estas condiciones, podemos denotar cada monomio 
como 
Mi,d = t y l  . . . . . t?" 
si E:='=, mi = d ,  y si además existen exactamente i - 1 monomios de orden d 
menores que él en M. Tomaremos Moqo = 1. 
Para cada k E N, definimos también el número natiiral ak como el número 
tle mononiios en M con grado k. 
Sea ahora g E R, y consideremos 
su expresión como elemento del conjunto [tl,.  . ,t,-l, t,,]:. Podemos odenar 
la expresión de g agrupando los monomios que tienen cl mismo orden en m. 
Así si k = ord,g: 
Sea 
g = ~:,dMi,d 
otra expresión para g como elemento del conjunto < t i , .  . . , t ,  >s. De nuevo 
podemos agrupar los sumandos de esta expresión para g, según los órdenes 
de los monomios: 
La igiialdad: 
si,kMi.k + 1 i si,k+i Mi,k+l + . . . = 
= Csi,k~i,i, i + C S : , ~ + ~ M ~ , ~ + ~  + . . . , 
nos dice que 
por lo que 
I 
S i . k  = S i , k r  
para i = 1,. . . , ak. Para concluir, es suficiente aplicar un razonamiento 
inductivo. O 
Lema 4.3.4 Para cada número natural k ,  el c o n j ~ ~ n l o  < r l ,  . . . , r ,  > S  (4.3.2), 
es un ideal en R, IJ además, 
donde el término de la derecha indica la potencia de orden k del ideul 
Bem.ostrución: Obviamente, 
por lo que para probar el lema es suficiente demostrar que: 
Consideremos el conjunto de monomios 
M = {r? . . . . . r> : li E N } .  
En M definimos un orden total como en la demostración del Lema 4.3.3. 
Recordemos que, bajo estas condiciones, denotábamos cada monomio 
como 
MiVd = T? . . . . . r> 
si E:=, 1; = d ,  y existen exactamente i - 1 monomios de orden d menores que 
él en M. Tomaremos Mo.o = 1. 
Para cada k E N, definíamos a k  como el número de monomios en M con 
grado k. 
Por el Lema 4.3.3 cada elemento h E R, se escribe de manera única como 
elemento del conjiinto [ r l , .  . . , r,]!. Ésta expresión para el elemento h se 
puede reescribir como 
h = si,dA+fi,d 
i ,d  
entendiendo que si,¿ = O si el monomio M! no aparece en la expresión para 
h (recordamos aquí que todos los elementos de S son unidades en R salvo 
uno, que convenimos en tomar como O (4.1.6)). 
Para la demostración de este lema, adoptaremos esta notación para la 
escritura. de los elementos de R. Desarrollaremos la demostración en varios 
pasos: 
i. Sean N,  E S. Recordemos que S es sólo un coiijiinto de represen- 
tant.es, por lo que no tiene por qué ser cerrado por operaciones alge- 
braicas. Entonces por el Lema 4.3.3 
. . 11. Sean ahora M E< r l ,  . . . , r, >S nM y M' E M un monomio cualqiiiera, 
como en (ii). Entonces se tiene que: 
(a) Sea h E R, entonces claramente: 
k (b) Si g E< r l , .  . . , r, entonces: 
... k 111. Sean ahora g,gr E< r l , .  . . , r, >S: 
k con si,.$ E S y suponemos que si = S: = O si A.I,,d $< r i , .  . . ,r, >s. 
Veamos q"e g + g' E <  r i ,  . . . , r, > S .  En primer lugar escribimos las 
expresiones para g y g' según el grado de los monomios: 
Entonces 
g+gl= 
Por el apartado ( i ) ,  se tiene que 
Por definición 
k YO.~M~,L + ~ 0 2 , ~ ~ ~ , k  + . . . + y k o ~ , k , k  E< r l , .  . . , rm >S, 
así que para probar que g + g' E< r l ,  . . . , r, >:, basta probar que 
Ahora, en esta expresión estamos sumando elementos que están en 
< T I , .  . . , r, >i, con orden mayor que k ,  luego la conclusión se sigue 
de un argumento incluctivo. 
iv. Sean g E< r l , .  . . , r, >:, y h E R, comprobaremos a continuación que 
k Como g E< r l , .  . . ,r, >si podemos escribir g como 
9 = E ~ i . d A 4 i . d ~  
i ,d 
con 3 i . d  E S y s i , d  = O si Mi,d $< i l , . . . , r m  >k.  Por el Lema 4.3.3, si 
suponemos que ord,h = 1, podemos expresar h como 
con 8i .d  E S, y Mil/ E M .  Consideremos ahora el producto: 
Por 10s apartados (ii) y (iii), es claro que: 
por lo que por el apartado ( i i i )  se tiene que 
gh  E< r , ,  . . . , r ,  >S 
Hemos probado por tanto que 
k < r l  , . . .  , r ,  
es un ideal. 
Observamos a continuación que para todo s E S, tiene que 
k s i ; ' .  . . . . , m  E < r ~ , . . . , r , > ~  
siempre que 
i l +  ...+ i,,, 2 k, 
por lo que se tiene la inclusión 
Lema 4.3.5 Sea { z , t , , .  .. ,t,-l} un sistema regular de parámetros en R y 
S un conjunto de representantes como en 4.1.6. Sea 
= v(< 2 ,  t i ,  . . . , t r  >) C Spec(R), ( r  5 n - l ) ,  
sea j E R :  
m 
f = + clz + c2z2 + .  . . $ ck-1zk-' + ckzk $ . . . = cizi 
¡=O 
donde C; E [ t i , .  . . , t ,-l]z,  para i E N y sea k un niímen, natural. Entonces 
se tiene que 
ordz j 2 k si y sólo si ci E [ t i , .  . . , t,]:-' 
Demostración: Si ci E [ t i , .  . . , t , ] k i ,  para i = 0,1,.  . . , k - 1, entonces de 
manera inmedia.ta 
k j E < Z , t  l , . . . ,  t ,  >, . 
Supongamos ahora que ordz j = k. Consideremos la expresión única de 
f: 
con ci E [t 1 ,  . . . , t,-l]:, para i E N. Entonces por el Lema. 4.3.4, 
por lo que 
k ciz' E< 2 , t l , .  . . , t ,  >S, 
y por lo tant,o 
k- i  c; E< t l , . . . ,  t ,  >, 
para i = 0,1,. . . , k - 1 .  De hecho por el Lema 4.3.3 se tiene que 
k-i 
ci E [ t l , .  . . , t ,],  . 
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4.3.6 A partir de ahora fijaremos: 
El número natural 
b  = max{ord, J, : x E X}. 
Un punto cerrado x E Sing(X, b) .  
Un conjunto de representantes S C R. 
Una ecuación local de X en Ow, c Ow,,, J, y una ecuación local de 
G, z. Cuando no haya posibilidad de confusión escribiremos J en lugar 
de J,. 
Tras la explosión en un centro permisible Z C Sing(X, b ) ,  con x E Z, 
iitlizaremos como ecuaciones locales de los transformados estrictos de X 
y C, los transformados estrictos de las ecuacionn locales anteriormente 
escogidas. 
Dado un sistema regular de parámetros supondremos siempre que contiene +. 
. . 
a z o algún transformado estricto del mismo según corresponda. s. 
: 
Definición 4.3.7 Sean {z,yl, .  .., y,-l} un sistema regular de parRme~ros 
en R . Consideremos 
m 
b J , = Q + c l z + ~ z z 2 +  . . . + c ~ - ~ z ~ - ~ + c ~ z  . . .=E c iz i ,  . - .*t22 - .! 
¡=O 
con ci E [Yl, .  . . , yn-l]$, la ezpresión única de J, como elemento del conjunto 
. L 
[z, y,, . . . , yn-l]z. Bajo estas condiciones definimos el Ideal de Coeficientes: 
b! b! b! 
-
b! 
F - Kr -<Cgb,cE , , . .. ,c;-, > mod (< z >) =< ( E ~ ) ~ = o , I  ,..., b-I >C R/ < z >, 
donde Zi denota la clase de ci en el anillo R/ < z > . 
Observación 4.3.8 Por el Lema 4.3.5, fijado un sistema regular de parámetros 
{z, y,, .  . . , yn-l} y para todo cerrado regular 
Z = V(< z ,  y,, .  . . ,y, >) C Spec (R/ < z >) c Spec(R), , l  5 r 5 n - 1, 
se tiene que: 
u ci E [y,,. . . ,Y~]:-~, para i = O , l , .  . . , b  - 1 ordz J, 2 b. 
El ideal de coeficientes depende del sistema regular de parámetros que usemos 
para construirlo. Iliistraremos este hecho en el siguiente ejemplo: 
E jemplo  4.3.9 
Sean W = Spec(Z[x, y,z]/ < p - xz >), Y = Spec(Z), y E Y, un punto 
cerrado con m(y) =< p >, p # 2,3. Claramente W es un esquema casi-liso 
vía el morfismo natural: 
?T :W+Y.  
Para evitar una notación excesivamente recargada, para todo elemento a E 
Z[x,  y,%] denotaremos también por a a su clase en el anillo 
m ,  Y,  211 < P - $2 > 
entendiendo que lo que se quiere decir es a( mod < p - xz >). Sea A' C W 
la hipersuperficie 
Z(X) =< x3 + + z3 >, 
y sea G C W la hipersiiperficie definida por el ideal < z >. 
Consideremos x E X n G el punto cerrado con ideal maximal: 
Obsérvese que ord,(X) = 2. 
En Ow,,, fijaremos el conjunto de representantes: 
Consideremos el sistema regular de pará.metros F = {x,y, z), se tiene 
que 
K: =< x3, y2 > ( mod < z >). 
Consideremos ahora el sistema regular de parámetros 
de modo que: 
f = ( t  - z)3 + yz + z3 = 
= t3 + z(y - 3t2) + z23t. 
En este caso, obtenemos qiie 
K: =< t3, (3t2 - y)' > ( mod < z >) =< t3, y2 - 6tZY > mod < z > . 
Obviamente, Kc # K r ,  pues si denotamos por y a la clase de y módulo el 
ideal < z >: entonces y2 E Kz mientras que y2 $ Kr'. 
4.4 El  Índice asociado al Ideal de Coeficien- 
tes. 
4.4.1 En la sección 4.3 hemos definido el Ideal de Coeficientes referido a un 
sistema regular de parámetros, y a ecuaciones locales prefijadas de X y G en 
Ow,,(4.3.7). 
En principio, este ideal no es un invariante pues depende de las coor- 
denadas escogidas en Ow,, (véase el Ejemplo 4.3.9). El objetivo de esta 
sección es presentar el primer invariante que podemos extraer del exponente 
idealistico (Kc): el índice con respecto a un cerrado Z C G regular, 
El resiiltado fundamental de esta sección es la Proposición 4.4.3, donde 
probamos que, bajo ciertas condiciones, este ntímero racional es efectiva- d .  
mente iin invariante. 1, 
Definición 4.4.2  Sea F un sistema regular de parámetros: 
F =  { ~ , ~ l , . . . , Y " - l l ,  
de modo que Y 
i .  G = V(< z >), y 
>*.~ 
>< ii. Z = V ( < z , y l  ,..., y , > )  con1 L r s n - 1 .  
Pam la ecuación local de A', f E R, le asociamos su erpresión (única) como 
o 
elemento del conjunto [z, yl,.  . . , y,-l]s: 
con c; E [y,,. . . , para i E N. Consideremos el ideal de coeficientes: 
b! 
F - K, =< (E,"-' ) i = ~ . l  ,.... b- l  > . 
En estas condiciones definimos el n~ínzero racional 
Proposición 4.4.3 Supongamos que el número racional i z ( X , G )  es mayor 
o igual que 1 .  Entonces iz(X,G) es independiente del sistema regular de 
parámetros escogido en R. 
Demostración: Sean 
F =  { ~ , Y I ~ . . . ~ Y ~ - I }  
Y 
r F' = { z l ,  Y ; ,  . . . , Y , - 1  1, 
dos sistemas regulares de parámetros en R de modo que 
y además 
Z = V ( <  z , y l , .  . . , y, >) = V ( <  z l , y ; ,  . . . , y: >) c Spec(R). 
Obsérvese que Z c Sing(X, b )  n G. Consideremos ¡as dos expresiones de f 
con respedo a los conjuntos 
que serán, respectivamente,: 
m 
r b-1 f = c; + c;zl  + c ; ( * ' ) ~  + . . . + C ; - ~ ( Z  ) + c;(zt)* + . . . = CC:(Z')~, 
¡=O 
con ci E [ y l , . .  . , y,-l]S, y cj E [y:,. . . , y : - , ] $ .  Consideremos también los 
ideales de coeficientes 
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respecto a F y F' respectivamente; y finalmente los índices: 
ordy (K:') 
;>(,Y, GJ = b! 
Sean c = iz(X, G)b!, y c' = ik(X, G)b!. 
Antes de entrar de lleno en la demostración, daremos una idea previa de 
la estrategia que vamos a seguir: 
Si c # c', existe k E N, tal que 
c - b! d - b !  [IT] [Paí] . 
donde dado un número racional r ,  [r]  denota su parte entera. 
Aprovecharemos este hecho del siguiente modo: consideraremos 
el anillo V = R[IuI], y una secuencia de explosiones: 
con centros 
TN = V ( <  %,$,. . ., >), 
y con N tan grande como sea necesario. 
Defiiiimos la secuencia de puntos cerrados: 
Consideremos el cerrado 
1 1  
= V ( <  r ,y,, . . . ,y;-, >) C V. 
Defiiiimos inductivamente P, como e1 transformado estricto de 
Pi-] en la secuencia de explosiones anteriormente definida, y de- 
notamos por Ei al divisor excepcional. Entonces es claro que 
y que por lo tanto 
Escogiendo sistemas de coordenadas adecuados en los puntos xi, 
se tiene que 
~2 = u i ( c - b ! ) ~ F  
1 1  
en cambio, si escogemos las coordenadas 
se tiene que 
Por el Lema. 4.3.5, 
ordz f 2 b si y sólo si ordzKc 2 b! 
si nos referimos al sistema regular de parámetros F o bien 
ordz f > b si y sólo si o r d z ~ r  > b! 
si nos referirnos al sistema regular de parámetros F'. 
Para concliiir, basta observar que si tomamos h' de modo tal 
podremos uexplotar un número distinto de veces con centro" 
según usemos la información que nos da el ideal Khl,F, o el ideal 
K,F', pues según el caso, este centro estará o no incluido en el 
lugar equimúltiple de orden b del transformado estricto de f .  
Esto conduce a un absurdo que proviene de suponer c # d. 
Comenzamos ahora la demostración de la Proposición 4.4.3. Supongamos 
que c # d. En tal caso sin pérdida de generalidad podemos suponer que d > 
c. Definimos ahora una secuencia de números naturales (M;) del siguiente 
modo: 
Mi = min{k E N : k(c  - b!) > ib!} 
M,! = min{k E N : k(c' - b ! )  > ib!) 
Sea: 
L = min{i : Mi # M,!} 
Dado que c # c' para algún índice i se tendrá que M; # M h  por lo tanto 
siempre es posible definir el número natural L. Como c' > c, se tiene que 
ML < hfL. Sea 
N = M' L (4.1) 
Definimos a continuación el anillo R[I v I] = V, y sean V = Spec(V) y 
R = Spec(R). Consideramos la secuencia de explosiones: 
con centros Ti c Vi, definida de manera inductiva como describimos a con- 
tinuación: 
En definimos: 
1. 20 = x, 
ii. Go = G = V(< 2 >) = V(< Z' >), I 
iii. ZO = Z = V(< z,yl , .  . .,y, >) = V(< z 1 , y ; , .  . . ,y: >), 
iv. la hipersiiperficie E. = V(< v >) 
v. el cerrado To = Zo n Eo, 
vi. K z  e1 ideal de coeficientes de fo = f referido al sistema regular 
de pa.rámetros F U { u } .  Denotaremos por Fo al conjunto F U { u } .  
vii. Kg el ideal de coeficientes de fo = f ,  ahora referido a al sistema 
regular de parámetros F' U { u ) .  Denotaremos por FA al conjunto 
F' U { u } .  
e Para j = 1, .  . . , N definimos 
i. % + l/;-l la explosión de %-1 con centro Tj-l, 
ii .  Gj  = V ( <  5 >) = V ( <  $ >), 
iii. el transformado estricto del cerrado Zj-l, Z, : 
iv. el divisor excepcional E,, 
v. T, = Z, n E,, 
vi. el ideal de coeficientes de f, = 5 (el transformado estricto de 
f,-,) referido al sistema de coordenadas 
en el punto 
y que viene dado por: 
vii. el ideal de coeficientes de f, = 5, referido al sistema regular de 
parámetros 
en el punto xj: 
Sea además 
Sing(Xj, b) = {x' E X j  : ord,,( f,) 2 6). 
Tal y como hemos definido N en (4.1) se tiene que 
N(cl 2 Lb! 
Y 
N(c - b!) < Lb!. 
Sea 
I í  =max{l E N: N(c-b!) 2 lb!}. 
Por definición k > l .  Consideremos la secuencia de explosiones 
V ,  t V,+l c . . . +-- VN+K 
C. 
con centros permisibles QJ C Sing(X;,b) c VN+), j E {O, 1 , .  . . , L - 11, 2 
definidos como Q, = V(< *,u >). Obsérvese que en tal caso se tiene que 
para j = 1, . . . ,  I í ,  
Sean 
Yr 
uN,...~-~Yr+l~..~~Yn-lrV 
UN 
Entonces: 
Por definición de N, L y IC y por definición del ideal (KL;:;) se tiene que 
ordQNtI ( K I ; ~ ; )  < b! .  
Entonces por el Lema 4.3.5 
Sin embargo, 
FN+x (K=N+,  2 b!,  
y por lo tanto por el Lema 4.3.5 
Se obtiene por tanto una contradicción y en consecuencia c = d. O 
4.5 La Parte Inicial del Ideal de Coeficientes. 
4.5.1 Para cada punto cerrado x E A' í l  G, hemos definido el ideal de 
coeficientes K c  E dc,, = R/ < z >, referido a un sistema regular de 
parámetros fijado en R, y a ecuaciones locales de A' y G en R. Este ideal 
depende del sistema regular de parámetros fijado en R. Sin embargo, a partir 
del mismo, hemos podido definir en la sección anterior un número racional 
que no depende de las coordenadas escogidas, y que hemos designado con el 
nombre de índice (4 .4 .2 ) .  
Con estos datos aún no tenemos suficiente información como para encarar 
nuest,ro problema (la demostración del Teorema 4 .1 .3 ) .  Necesitamos todavía 
definir algún invariante más. 
Con este objeto, introducimos en la Definición 4.5.2,  una clase de sistemas 
de coordenadas: los sistemas de coordenadas vinculados con un sistema reg- 
ular de parámetros dado. En este contexto, definiremos la Parte Inicial 
del Ideal de Coeficientes (4 .5 .3 ) .  En la Proposición 4.5.4 probaremos que si 
construimos ideales de coeficientes sólo referidos a este tipo de sistemas de 
coordenadas, la Parte Inicial del Ideal de Coeficientes permanece invariante. 
Definición 4.5.2 Fijado un sistema regular de parámetros en R, 
diremos que otro sistema regular de parámetros 
F' = { z ,  1 1 , .  . . , ln-1) 
está vinculado con F si: 
Definición 4.5.3 Sean F un sistema regular de parámetros 
y K r  el ideal de coeficientes de f,  referido a F .  Supongamos que 
.. 
ord ,~:  = b' 2 b!. 
y sea ...~, <,; . 
b! 
J = {i : o ~ d , c f  = b'}. (4.2) 
. . 
Definirnos la Parte Inicial del Ideal de Coeficientes K l  como: 
Esto define u n  ideal en Gr,,,(R/ < z >) generado por elementos homogéneos . 
de grado b'. 
Proposición 4.5.4 Sea f E R, y Khí,F su ideal de coeficientes referido al 
sistema regular de parámetms F = { z , t l , .  . . , t , - l ) .  Sean F' un sistema 
regular de parámefros vinculado con F y K r  el Ideal de Coeficientes de f 
referido al sistema regular de parámetms F'. Entonces 
Demostración: La demostración consiste esencialmente en analizar la ex- 
presión de f al hacer un cambio de coordenadas. Describiremos la de- 
mostración en varias etapas: 
Etapa 1. Consideramos: 
i. la expresión de f como elemento del conjunto [ t , t l , .  . . ,t,-11:: 
con c; E [ t l , .  . . ,t,-,]:, para i E N, 
ii. el ideal Kf, 
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K: =< >i=o,l, ..., b-I ,  
iii. el conjunto J referido a F como en (4.5.3). 
Sea 
F b' = ord,K, , 
el orden de KF en el anillo local regular &,,. Para i = 0 ,1 , .  . . , b - 1, 
definimos los números naturales 
que representan el orden de los coeficientes ci en el anillo local regular R. 
Definimos además los níimeros racionales 
Por definición: 
ei L di, (4.5) 
con igualdacl si y sólo si i E J como en la definición 4.5.3. Obsérvese además 
que 
do > d l  > . . .  >db-l. (4.6) 
Etapa 2. Para i = 0 ,1 , .  . . , b - 1, se tiene que 
Consideremos la expresión de ci como elemento del conjunto [z, l l , .  . . , 1 ,-1 lo. s. 
con hi.j € [II , .  . . ,1,-11:. Como c; E< 11,. . . ,1,-1 >S  resulta que: 
hi,; E [II 7 ,  , . ,[m-i 12 t 
para i = 0,1,.  . . , b - 1, y j E N. Puesto que ord,c; = e;, podemos concluir 
además que 
Etapa 3. Consideremos ahora la expresión de f como elemento del conjunto 
es decir: 
1 b f = d + c { z +  . . .+ cbz + ..., 
con 4 E [ll,. . . ,1,-1]:, para i E N. Sea Kh-,F', el Ideal de Coeficientes, referido 
a F' y sea 
b! 
-- J' = {i : ord,d:-' = b'] .  (4.10) 
Para construir esta nueva expresión de f, podemos partir de la expresión 
de f como elemento del conjunto [z, t l , .  . . ,tn-l]z, (Etapa l ) ,  cambiar de 
.o 
.i 
coordenadas a. cada coeficiente ci, (Etapa 2), y Iiiego agrupar la expresión 
obtenida según las potencias de z. +, 
Así: 
b f = c o + c l z +  ...+ c*z +.. .  = 
- (h0.o + h0.1~ +.  ..) + z(hl,o + h l , l z + .  . .) + .  . . +rb(ha,o + hb,iz+. . .) +. . . . 
Por lo que: 
m 
= lfkzk, (4.1 1) 
k=O 
con Ilr. = Ci+j=k hij. 
A continuación concluiremos la demostración de la. proposición, aplicando 
un argumento inductivo: 
Por construcción: 
d = ho.0, 
y por la Etapa 2 (4.9): 
e Consideraremos dos casos según sea el orden de ci: 
- Si ord,(cl) = dl (véase (4.4)), entonces, puesto que e0 1 do > dl 
(véase (4.5) y (4.6)), se tiene que 
(véase 4.11), y además, 
En este caso definimos: 
Y p a r a j  1 1, 
hiVj = 0. 
- Si ord,(cl) > (1, en (4.11) tenemos que: 
con 
el hi,, E [[I,. . . , l n - ~ I s  3 
y en consecuencia 
Llegados a este punto ordenamos de nuevo la expresión de f, agrupando 
sólo según 1a.s potencias de z obtenidas de la expresión para cl: 
e Para 1 < k < b, se tiene que: 
k-1 -k-1 f = ho.0 + hiq0z t . .  . + hk-l ,O~ t 
+... + zb [(ho.b + .. . + hb.0) + (h:,b-l + .. . + h:~: ,~-~-,)]  + .  .. , 
donde para i + j = k, i # k, 
ordz(hi,j) 2 dk-13 
véase (4.5), (4.7) y (4.8), y 
ord,(hjj) 2 d ~ - ~ .  
Puesto que dk-, > dk (véase (4.6)) si ord,(ck) = dk, entonces por (4.9), 
(4.14) y (4.15): 
En caso contrario 
ord,(ck) > dk. 
A continiiación, reagrupamos los términos de la expresión: 
con h:,; E [li,. . . , l,-t]ek, y se tiene que 
ck = hk,,. 
Reordenamos la expresión para f ,  según las potencias de t, usando 
para ello sólo la expresión obtenida para ck: 
Si k < b - 1 repetiremos este último paso, ahora para k + 1 
Por (4.16) podemos concluir que 
J = J' ,  
4.6 Las componentes de altura 1 del Ideal 
de Coeficientes. 
4.6.1 En la sección 4.4 estudiábamos el orden del ideal de coeficientes a 
lo largo de ciertos subesquemas cerrados. En relación a este estudio in- 
troducíamos el que sería nuestro primer invariante: el índice del ideal de 
coeficientes. 
En la presente sección nos interesamos por el orden del ideal de coe- 
ficientes a lo largo de ciertas hipersuperficies. En relación con esta idea 
presentamos la noción de sistema regular de parámetros compatible con un  
conjunto de hipers~~erficies prefijado (4.6.2). El resultado principal de esta 
sección es la Proposición 4.6.3. A partir del mismo definiremos un nuevo in- 
variante relacionado con las componentes de altura 1 del ideal de coeficientes. 
4.6.2 Fijemos un sistema regular de parámetros, 
F = { z , t l , .  . . , t , , - l } ,  
Dado f E R consideramos la expresión: 
con ci E [ t l , .  . . , t , - l ] S ,  para i E N. Consideramos además el ideal de coefi- 
cientes asociado a f: 
Sea C, = { H 1 , .  .. , H , } ,  1 5 m 5 n - 1, un conjunto de hipersuperficies 
regulares que contienen al punto x y G $ E,. Supongamos que el conjunto 
de hipersuperficies 
E, U G 
tienen cruzamientos normales. 
Diremos que un sistema regular de parámetros 
es compatible con C, si para cada j E {l, . . . ,m} existe i E { l ,  . . . , n - 1 } tal 
que 
H, = V ( <  t i  >). 
4 . 6  LAS COMPONENTES DE ALTURA l . . .  
A cada índice j E { l , .  . . ,m} ,  le asociamos el número natural 
. ., Proposicion 4.6.3 Los números naturales b,, j E { l ,  . . . , m } ,  definidos en 
4.6.2, no dependen de la elección del sistema regular de pa~ámetros iempm 
que éste sea compatible con C, y vinculado con F. 
Demostración: Para probar la Proposición 4.6.3 es suficiente demostrar que 
el entero bl no se modifica si reemplazamos F por un nuevo sistema de 
coordenadas, F', que verifique las hipótesis de la proposición. 
Desarrollaremos la demostración en tres etapas: 
Etapa 1. Para. i = 0,1,.  . . , b - 1 definimos los números racionales: 
y los números naturales: 
si = ord", (E;). 
Por definición se tiene que: 
y como 
b! 
-K 
o ~ ~ H , ( c ;  ) 2 61 
entonces 
y por lo tanto 
si 2 ri. (4.20) 
Probaremos a continuación que para i = 0,1,. . . , b - 1: 
La desigualdad 
o r d ~ , n c ( C )  2 O T ~ H ~ ( C ~ ) >  
es claramente válida. 
Como ~ r d ~ , ~ ~ ( c ; )  = si,  se tiene que 
y 9, $< tl >. 
Para i = 0,1,. . . , b - 1, sean g ;  E [ t l , .  .. , t , - l ] z  elementos de R con clase 
gi en Rl < z >. Entonces 
Si ci - git: # O ,  definimos 
1 = max{m E IN : c; -g;t: '  E <  zm >}. 
Nótese qiie 1 > O. Sea aliora hi E R tal que 
Consideremos la expresión de hi como elemento del conjunto 
[ z , t l r  .. . r tn-~] i :  
m 
h; = di,o + d i J Z  + . . . = C d i j z J  
j=O 
con d i ,  E [ t l , .  . . y dilo # O para i = 0,1,. . . , b - 1. En conseciiencia 
donde g;tS' E [ t i , .  . . ,t,-112, por lo que la expresión que hemos obtenido 
para ci, es la expresión del mismo como elemento de [ z ,  t l ,  . . . , t , _ l ] : .  Por el 
Lema. 4.3.3 esta expresión es única. Luego necesariamente hi = O en (4.22). 
e Etapa 2. Sean 
F  = { z , t I , .  . , t " - ~ )  
Y 
F 1 =  { z , l , ,  ..., 1.-l}  
dos sistemas regulares de parámetros compatibles con E,, y F' vinculado con 
F.  Entonces para j = 1,. . . ,n - 1: 
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Ordenando de manera adecuada los elementos de F' podemos suponer que 
p a r a i  = 1, ..., m, 
Z(Hi) =< 1; >, 
por lo que existe una unidad cu 6 R tal que 
Sea ahora 
f = c ; + c : z +  . . .+ cbzb+ ... 
la expresión de f como elemento del conjunto [ z ,  11, . . . , l n - i ] z ,  con 
Con un  argumento análogo al utilizado en la demostración de la Proposi- 
ción 4.5.4, podemos partir de la expresión para f como elemento del conjunto 
o [ z ,  f l ,  . . . , t n - l ] s ,  cambiar de coordenadas los coeficientes ci, ( i  = 0,1,. . .), y 
agrupar las expresiones obtenidas según de las potencias de z. 
Para i = O,. . . , b - 1 se tiene que 
con hi,, E ( 1 1 , .  . . , l n - l ] z ,  para i E IN. 
Como para i = 0,1,.  . . , b - 1, 
(véase (4.21) )existen elementos g i j  6 [ l , ,  . . . , 1 , - 1 ] :  de modo tal que 
Puesto que t:'gij E [ l , ,  . . . , l , - l ] s ,  y dado que la expresión de ci como ele- 
mento del conjunto [ z , l I , .   . , l , - l ]J-  es única, (Lema 4.3.3), necesariamente: 
h . .  - t J '  
- I Si,j (4.25) 
Por lo tanto 
b f =C,,+c1z+ ... $ C b Z  +. . .=  
m m m 
= (¡;O C g o , j z J )  t *(1;1 C g l , j ~ J )  t . .  . + zb-](/;6-' C g b - l , j z j )  + . . . 
j = O  j = O  j = O  
esto es, 
Ahora argumentamos de manera inductiva: 
i .  Es inmediato que 
CI - /so 
o - I 90.0? 
(véase (4.23) y (4.25)). Definimos qo = so,  (por lo tanto qo 1 ro (4.20)). 
ii. Analizaremos ahora el coeficiente 4: 
con d.j E [ [ I , .  . . ,I,-~ls, Ci,og:.jzj $< 11 >, Y QI 2 min{qo,sl}, (por 
lo t.anto ql 2 rl (4.20)). Entonces 
c1 - p1 1 
1 - 191.0~ 
y la expresión para f es: 
iii. Para 1 < k < b, 
q t  k-1 ..k-1 f = I ? ~ o , o  + (ll'g:,O)z f . . . + (11 gk-l,O)" 
[(l?go,k f 1:'!7l,k-l + . . . t [;*gk,o)+ 
9k-1 k-1 k 
k t + 1 gk-l,l)] 2 + . . . 
con qi 2 min{qo, q i , .  . . , qi-1, si,. . .,si}, para i = 0,1, .  . . , k-l. Operando 
en esta. última expresión obtenemos que 
[(l?go,k t 1;'91,1;-1 t . . . + !:>Cgk,o) + (lllg:,k-l + . . . + l;k-lgp~',l)] = 
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con g:, E [ ~ I , . . . , L , - I ] ~ ,  Cjm_ogkjzJ $< 11 > , Y  
qk 2 min {QO, 91, . . . , qk-1, SI , .  . . , SL). 
Obsérvese que por (4.19) y (4.20) 
En consecuencia 
ct - [qk  k 
k - 1 gk; 
Ahora, usando sólo la expresión obtenida. para ck, transformamos la 
expresión de j agrupando según las potencias de z. 
+ [(l?go,k+l + . . . + [;*+lqk+l.O) + (l;lg:,k + . . . + l ~ ~ k , ~ ) ]  zktl +
Si k < b - 1, volvemos al principio del paso (iii), con k + l .  
Concliiimos por tanto que para i = 0,1, .  . . , b - 1, 
Puest,o qiie g; 2 r; para i = 0,1,.  . . , b-1, hemos probado que si K:' es el ideal 
de coeficientes de j referido al sistema regular de parámetros {z, l,, . . . , 
entonces 
ordAl K: 2 b,. 
e Etapa 3. 
Afirmamos finalmente que 
Supongamos que 
ord", K:' > b,. 
Obsérvese que 
ord", K:' > bl : 
si y sólo si 
q; > ' i  
para i = 0,1,. . . , b - 1 (véase (4.17)). Ahora partimos de la expresión de 
f respecto al sistema regular de parámetros F' para obtener su expresión 
respecto al sistema regular de parámetros F. Repitiendo el argumento de la 
Etapa 2 deduciríamos que para i = 0,1,.  . . , b - 1, 
Para llegar a esta concliisión basta prestar atención a las expresiones (4.27) 
y (4.28) que se obtendrían al partir de la expresión de J con respecto a F' y 
obtener la expresión de f con respecto a F. 
4.7 Demostración del Teorema 4.1.3 
Para favorecer la claridad de la demostración del Teorema 4.1.3, la estruc- 
turaremos en distintas etapas. 
E t a p a  1. Justificación del paso al  completado.  
Escogido iin sist.ema regii1a.r de parámetros, 
O consideramos la expresión de f, como elemento del conji1nt.o [ z ,  t i ,  . . . , t , - ~ ] ~  
(4.3.2): 
con c; E [ t i , .  . . , t,-,]:. Definimos el Ideal de Coeficientes de f, referido a. F: 
b! b? 
K: =< C, ,,,, b-i > (modz) =< CZ ...,b-l  >C R/ < z > (4.3.7). 
4.7 DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA ... 
Proposición 4.7.1 Sea x E G un punto cerrado. Ln intersección 
Sing(X, b) í l  G 
es uach localmente en x si y sólo si 
s ing(~; ,  b! )  = 0 
Demostración: La inclusión natural 
Ow,, --+ Ow,, R, 
induce: 
h : ~pec(&,,) - Spec(Uw,,). 
En ¡el transcurso de esta demostración j, denota un generador de I(.A') en 
Ow,= y f, iin generador de Z(X) en Uw,, = R. Para probar la Proposición 9. 
es suficiente con probar que localmente en x: 
Piiesto qiie trabajamos con esquemas excelentes se tiene la igualdad: 
Así qiie para poder concluir la demostración, es siificiente demostrar que r i i  
Z C sing(],, b), si y sólo si h(Z) c Sing( j,, b). 
Sea Z C sing(j,, b), y sea q E R su ideal primo correspondiente, (¡.e. 
I ( Z ) ,  = q). Si p = q n U , , ,  entonces V(p) E Sing(f,). Consideremos los 
anillos regulares Otv,,, R,, y la incliisión natural 
Puesto qiie R, es plano sobre Uw,,, y la fibra es regular, ([Mal), todo sistema 
regiilar de parámetros en Ow,,, se levanta a un sistema regular de parámetros 
en R,, por lo que se tiene tina incliisión natural entre álgebras graduadas: 
tal que 
p(1nr(jr)) = 1nq.f,. 
La concliisión de la proposición es ahora inmediata. O 
4.7.2 Estrategia. Para lademostración del teorema 4.1.3, usaremos fuerte- 
mente el resultado de la Proposici6n 4.7.1. 
Diremos que una cadena de explosiones 
es una resolución del exponente idealístico (Kc,  b!) ,  si para todo x' E RN 
sing(x?, b!)  = 0, 
donde F,, es cualquier sistema regular de parámetros en O R ~ , ,  que contenga 
una ecuación del transformado estricto de G en RN. 
El estudio del comportamiento por explosiones del ideal de coeficientes 
referido a un sistema regular de parámetros F ,  nos permitirá elegir centros 
de explosión Z c Spec(R), con vistas a lograr la resoliición de (KL, b!). 
Sea, como en la Proposición 4.7.1, el morfismo natural 
Escogeremos centros regula.res Z c Sing(X, b) en cuyo caso h- '(2) C Spec(R) 
será un centro regular en el que f, tiene orden b. 
Para probar el Teorema 4.1.3, nuestra estrategia se basará en los siguientes 
hechos fundamentales: 
e Utilizar la información que obtenemos de los exponentes idealísticos 
(K:, l i ! ) ,  para determinar centros de explosión en W. 
o Reducir al caso en que K r  es t i  generado por un monomio, pues en esas 
condiciones la resoliición del exponente idealístico es simple. 
Etapa 2. Nos proponemos ahora estudia.r el comport,a~niento del Ideal rle 
Coeficient,es por explosiones en centros permisibles. 
4.7.3 Sea 
= { H .  H } ,  l < r n < i ~ ,  
un conjunt ,~ de hipersiiperficies regulares que contengan al punto x con G 61 
C, y tal qiie 
C, U G 
es un conjiint,~ de hipersiiperficies con cruzamientos norma.les. Sea 
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la explosión de W en un centro permisible Z,  que tenga cruzamientos nor- 
males con E,, y que esté contenido en Sing(.Y, b). Sea (H;)] el transformado 
estricto de H;, para i = 1,. . . , m ,  y sea E el divisor excepcional. 
Como xl E W l ,  un punto cerrado. Ordenando adecuadamente los ele- 
mentos de E, podemos suponer que: 
es un conjunto de hipersuperficies con criizamientos normales que contiene a 
x l .  Con est,a notación, enunciamos el siguiente Icma: 
Lema 4.7.4 Bajo las hipótesis de 4.7.3 podemos encontrar un sistema reg- 
ular de parámetros F en Ow,,, y definir a partir de él un sistema regular de 
parámetros F,, en O&",,,, compatible con E,,, de modo tal que 
Demostración: Nótese que F induce un sistema regular de parámetros en 
R = O ~ V , ~  Haciendo un cambio de base étale si es necesario podemos suponer 
que el plinto x l  es racional sobre x. 
En R escogemos un sistema regular de parámetros 
tal que: 
i. Es compatible con el conjunto de hipersuperficies { H i , .  . . , IIk}, y para 
i =  1, ..., k 
Hi = V ( <  ti >). 
i i .  I ( Z )  =< z , t , ,  . . . , t r  >, con ,l 5 r 5 1 5 n - l .  
. . . 11-1  
111. ln(x1) =< : , t i , .  . . , t r - l ,  t,. .  ,T , t l , .  . . ,t,,-l >, 
Sea 
m 
b f = % + c l z + . . . + ~ ~ - ~ ~ ~ - l + C b Z  + . . . = C c i z i  
¡=O 
con c; E [ t i , .  . . , t,-l]i, y sea 
el Ideal de Coeficientes de f referido a F, donde para i = 1,. . . , k, 
Consideremos además 
ord,~: = b'. 
Sea R = Spec(R), y 
RI -4 R 
la explosión de R con centro Z. 
Entonces 
2 tr 
zl E Spec (R [¿. i;. . . . . -1) . 
ti 
s ea  R~ = ( ~ [ t , ? ,  ..., -1) . En R1 fijamos el conjunto de 
11 <m(=,)> 
representa.nt~es S c R C Ri, y el sistema regular de pará.metros 
Consideramos la expresión del transformado estricto de f en R t ,  
11-1 
O k - como elemento del conjunt.0 [ t , t l , .  . . ,t,-1, ,, , . . . , ,! , ti+],. . . ,tn-]Is: 
t1-l 
o 
Cc con c: E [ t l , .  . . , t,-l ,, , . . . ,T, t i , .  . . , tn-lIS. 
Por otro lado 
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di Sea ordz(ci) = di. Como ordz f = b, por el Lema 4.3.5 ci E [ t i , .  . . , tn-iIs,  
con di 2 b - i , y por lo tanto 
b- l  m 
i = O  i=b 
con 
para i = 0,1,. . . , b - l .  Como la expresión de fl como elemento del conjunto 
es iinica, se tiene que h; = c: y por lo tanto 
donde m = xf=, 1;. 0 
4.7.5 Para cada punto cerrado x E Sing(X, b), definimos 
E = =  { & , . . . , E s }  
como el conjunto de divisores excepcionales, (procedentes de  explosiones an- 
teriones), que contienen al punto x. Si E, # 0, entonces 1 5 s 5 n - 1. 
Sea F iin sistema regular de parámetros en R compatible con E, (4.6.2): 
En est,as condiciones, asociamos a f el ideal: 
con qi E b' para i = 1,. . .,S, y con 1, $< t i  > i = 1,. . . , s .  A esta expresión 
para. el ideal de  coeficientes la denominaremos Descomposición A.lonomia1 del 
Ideal de Coeficientes. 
La Proposición 4.6.3, nos garantiza. que el ideal M, es invariantc por 
cambios de coordenadas compatibles con E,. Sea 
c = ord,(Z,). (4.31) 
Lema 4.7.6 Sea x E Sing(X,  b)  í l  G un punto c e m ( l o  conto en 4.7.5. Con- 
sideremos la ezplosión con centro x: 
Rl + R = Spec(R) 
x1 4 x 
Sea si un punto cerrado en S i n g ( X l ,  b)  (donde Xl denota el transformado 
estricto de X ) ,  y sea 
K:' = M,,Z,, 
la descomposición monomial correspondiente. Entonces 
Demostración: Sea 
.E, = {Hl, ... , H s } .  
Sea x1 E Sing(.Yl, b),  tin punto cerrado como en el eniinciado del lema. 
Considerando un cainbio de base étale si es necesario, podemos siiponer que 
x1 es racional. 
Ordenando de manera adecuada los elementos de S,, podemos siiponer 
donde (Hi)l  denota el transformado estricto de H i ,  ( 1  5 S ) ,  y E es el tlivisor 
excepcional introducido tras la explosión con centro x. 
En R consideramos: 
i. Un sistema regular de parámetros, F ,  compatible con E,: 
ii. Otro sistema regular de parámetros: 
del que suponemos que 
(a) Está vinculado con F. 
(b)  Es compatible con 
{ H I , . . . , H I ) ,  
y H , = V ( < y i > ) p a r a i = l ,  ..., 1. 
(c) Y además, xi  es el punto cerrado correspondiente al ideal maximal 
Bajo estas condiciones, tenemos: 
I,a descomposición monomial del ideal de coeficientes: 
K r  = t p  . . . . . tzaI, = M,I,, 
con ord,(l,) = c. 
Sea 
Otro itleal de coeficientes: 
F' - P i  , Khl, - y l  ....yplG,. 
(Recordemos que 15 S, y que por tanto si 1 < s esta no es la descom- 
posición monomial del ideal de coeficientes). . 
Por la Proposición 4.5.4, 
1nrn(,)KF = lnm(,$,F'. 
Por lo tanto, en Gr,(,)(R): 
--F' 1nm(,)xr = 1nm(,)Lz = 
= 1nm(,)(y?) . . . . . I n m ( z ) ( ~ ~ ) ~ n m ( z ) ( G z )  
Obsérvese que para i = 1,. . . , 1: 
1nm(,)(ti) = Inm(,)(~i)vi, 
donde vi E k ( x ) ,  por lo que podemos suponer que de hecho son iguales. 
En OR,,*, escogemos el sistema regular de parámetros 
Por el Lema 4.7.4: 
K A  
- 
~ 2 1  = - b! 
Yn-i  
Para i = 1 + 1,. . . , S ,  x ,  no pertenece a los transformados estrictos de las 
hipersuperficies If.. Por (1.33) se tiene que 
Por lo que se concliiye que 
ord,, (L,)  5 c. 
Etapa 3. Conclusión. En lo sucesivo supondremos qiie l a  dimensión de 
W es 3. 
Lema 4.7.7 Supongnmos que n = 3. Bajo Ins hipótesis del Lema 4.7.6 si 
ordzlTz, = ordzI, 
entonces xl es el tinico punto de RI donde se da la igunldnd. Si 
x' E Sing(X1,  b) n e- ' (x)  
es un punto cermdo distinto de xl y si F,, es un sistemn regular de parámetros 
compntible con C,, entonces ~ 2 '  es monomial . 
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Demostración: Basta observar que en la demostración del Lema 4.7.6 
es un polinomio homogéneo en dos variables y de grado c.  Por lo tanto si 
entonces 
Inm(=)(Z)= 
es un polinomio homogéneo de grado 1 elevado a c.  O 
Proposición 4.7.8 Sea x E Sing(X, b) n G un punto cerrado. Eziste una 
secuencia finita de explosiones en puntos cerrados 
de modo que para todo x' E R eziste un sistema regular de parámetros F,, 6' 
compatible con E,, tal que K,, está generado por un monomio. 
Demostración: Sea F un sistema regular de parámetros compatible con C, 
y sea 
K c  = M,Z, 
la descomposición monomial de K I  como en el enunciado de la proposición. 
Obsérvese que ord,l, permanece invariante por cambios de coordenadas 
compatibles con E,, (Proposiciónes 4.4.3 y 4.6.3). Probaremos la proposición 
por iriducción en ord,l,. 
Si ord,Z, = O el enunciado de la proposición es obviamente cierto. Supong- 
amos que la concliisión de la proposición es cierta siempre que 
y veamos que la proposición se cumple para 
0l)sérvese que, si tras la explosión con centro x, 
existe XI  E RI ,  con e(xl )  = x, cuya descomposición monomial es, 
repecto de iin sistema regular de parámetros adecuado F,, , y además 
entonces, por el Lema 4.7.7, este punto es el único con esta propiedad, y en 
el resto de los piintos cerrados x' E Sing(X,, b) n e-'(2) existe un sistema 
regular de parámetros, F,,, compatible con E? tal que ~ 2 '  es un producto 
de ideales primos de altiira 1. 
Supongamos que existe una secuencia infinita de explosiones en puntos 
cerrados: 
tal que ord,,(Z,,) = c,  para i E N, (recordemos, que por el Lema 4.7.6 
o r d ( )  o r d ( ) )  Este mismo lema, nos garantiza que la secuencia 
de puntos {x,) está unívocamente determinada. Además para todo i E W 
los puntos x, son todos racionales sobre R. 
Argumento de transversalidad. 
Los puntos x; nunca se encuentran en la intersección de dos divisores 
ezcepcionnles. 
Sea g E O c ,  on elemento de orden c en x y sea 
la explosión con centro x. Sea g, el transformado estricto de g, 
E el divisor excepcional, y Gl el transformado estricto de G. Sea 
x1 E E un pi1nt.o cerrado tal qiie ord,,gl I E =  c. En tal caso 
es iin polinomio homogéneo de grado c en G~,,(OE,,,). 
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Por otro lado 
por lo que deducimos que si h,, denota un generador local de  
1(E),, , entonces In,, (h,,) y In,, (gl) no tienen factores primos 
en común. 
Por el argumento de transversalidad se tiene que: 
Existe tina curva regular C = Co E G, de modo que si Ci denota 
el transformado estricto de Ci-l entonces xi E Ci para todo i E N,  
(50 = x). 
Dado H, E C, definimos (H,)o = If, y denotamos por (H,)i al trans- 
formado estricto de (Hj);-l. Con esta not,ación y en función de los 
puntos x; dcfinimos 
Si Y' # 0, ordenando adecuadamente los elementos de E,, podemos 
suponer que: 
C. = {II,}. 
El argumento de transversalidad nos garantiza que podemos definir el 
conjunto S'. 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que de hecho C' = E,. En 
estas condiciones si denotamos por Ei al divisor excepcional correspondicnt.e 
a la explosión 
Ri -t Ri-1, 
entonces para i 2 1, o bien 
E,, = E* U E;, 
o bien 
P - r* 
Y,i - - , 
donde por abuso de notación E* = {(Hl)i}. 
A continiiación distinguiremos dos casos, segiín S* sea vacío o no. 
Si Y' es vacío. 
Sea F' = { z ,  yl, y2) un sistema regular de parámetros en R vinculado a F ,  
de modo que 
C = V ( <  *,y2 >). 
Referido a F', construimos el Ideal de Coeficientes K:', que en este caso 
coincide con su descomposición monomial y por lo tanto 
Por hipótesis, para cualquier número natural N E IN se tiene que 
y que X N  es el punto cerrado correspondiente al ideal maximal 
En O R ~ ~ ~  fijamos el conjunto de representant.es S y el sistema regular de 
Por el Lema 4.7.4 se tiene que para todo N E N: 
por lo que que K r  no depende de y,, y por ta.nto K: =< y2 >' 
Si E' no es vacío. 
1-Iemos supuesto que 
y por lo tanto 
C* = H1 
E,; = C i U Z i .  
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Sea F' un sistema regular de parámetros en R, compatible con E' y vinculado 
con F: 
F' = {Z,Y~,YZ} ,  
y supongamos que 
I (H1)  =< y, > . 
Obsérvese que en este caso la curva C viene dada por Ifl n G, ¡.e. 
Consideremos la descomposición monomial del ideal de coeficientes 
y ord,I, = c. 
Por hipótesis, para cualquier número natural N E iN se tiene que 
y además X N  es el plinto cerrado correspondiente al ideal maxiinal 
En ORN,,N fijamos el conjunto de representantes S y el sistema regular de 
parámetros 
F ' =  -- 
2, {;F. ; Y.] 
Por el Lema 4.7.4 se tiene que 
Es sabido que en est,e caso que I,, no depende de y2, y por tanto 
4.7.9 Con los resultados probados hasta ahora. procedemos a demostrar el 
Teorema 4.1.3: 
i. Consicleremos la explosión 
con centro un punto cerrado 
Sean X1 y G1 los transformados estrictos de X y G, respectivamente. 
Obsérvese que si A'i í l  E es una componente de dimensión 1 de 
entonces 
X l n E = E n G 1  
es iina. ciirva combinatoria, y por 2.6.12 es permisible. 
ii. Por (i) y por 2.10.2 podemos suponer que existe una secuencia finita 
de explosiones: 
con cent,ros en puntos cerrados x; E Sing(Xi,Gi) (donde X; y G; son 
los transformados estrictos de X;- ,  y G;-i, respectivamente), de modo 
tal qiie todas las componentes de dimensión 1 de Sing(XN, b) n GN son 
perniisibles. Además podemos slipponer que todas estas componentes 
tienen criizamientos normales entre si y que si Ci y C, son dos compo- 
nentes de dimensión 1 de Sing(XN, b) n GN con Ci n C, # 0, entonces 
alguna de las dos curvas es c~rnbinat~oria. 
iii. Por el 1,eina. 4.7.4 podemos suponer que, tras iina. secuencia finita de 
explosiones en curvas permisibles, 
se tiene qiie Sing(,VN+L, b) n G N + ~  no tiene componentes de dimensión 
1. 
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iv. Por (i), (ii) y (iii) podemos suponer que partimos del caso en que 
no tiene componentes de dimensión 1. Por la Proposición 4.7.8 tras 
una secuencia finita de explosiones: 
con centros en puntos cerrados x; E Sing(Si, b) n G;, podemos suponer 
que en cada punto cerrado x' E Sing(X'N, b) n CN podemos escoger un 
sistema regular de parámetros F,, de modo que el ideal de coeficientes 
~ 2 '  es monomial. 
. . 
Tras la discusión planteada en (i), (ii) y ( i i i )  podemos supor¡er que en - M; 
~. 
cada punto cerrado . 
x E Sing(X, b) 
. . 
existe un sistema regular de parámetros F, de modo tal que el ideal K 2  es 
monomial. Fijémonos en un punto cerrado x E Sing(X, b). Sea b' = ord,Kc. 
Sea F, = { z , y ~ ,  y*}, de modo que 
Fz - 91 92 Kz - Y1 Y2 . 
con 9, + q2 = b'. 
Ahora distinguimos dos casos: 
Caso 1: Si q~ ,qz  < b!. 
Obsérvese que en tal caso el ideal 
deterniina dos puntos, A y B, en Proj(Gr,(,)(R/ < z >). Sea bV1 -4 W 
la explosión con centro x. Sean ,Yl y Gl los transformados estrictos de S y 
G respectivament,e, y sea E el divisor excepcional. Fijémonos en iin punto 
cerrado 
x' E Sing(X1, b) n Gl r l  E. 
Si x' = A entonces o bien: 
Y 
o bien 
Por el Lema 4.7.4, obsérvese que en cualquiera de los casos, 
o r d , ~ K ~ '  5 max{2ql + qz - b!, 2qz + qi - b!} < {qi + qz}. 
Si x' # A, B, escogemos en R un sistema regular de parámetros: 
Fl = { z , ~ i , t z }  
de modo aue 
Entonces si 
Como y # A,  B el ideal 
no se anula en el punto z', y se tiene que: 
F;! i. K,, es monomial, 
F' ii. ord,,K,:' < ord,K2 
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e Caso 2: Si q, 2 b!.  
Sea R1 -+ R la explosión con centro la curva 
El transformado estricto de G es naturalmente isomorfo a G, y tras la ex- 
plosión: 
- 
1 -  p? 
.hl:=<y, y, > .  
A la vista de los resiiltados obtenidos en los casos 1 y 2, la demostración del 
Teorema 4.1.3 se concluye aplicando un argumento inductivo. O 
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